Lektion 6, Flervariabelanalys den 27 januari 2000

12.7.2 Givet funktionen

flz,y) = ilz

och punkten p = (1, 1), berikna

a)
b)

¢)

gradienten till f i p,
en ekvation for tangentplanet till f:s graf i punkten (p, f(p)),

en ekvation for tangentlinjen till nivakurvan fér f i punkten p.

Gradienten till f dr

_(of Of
Vf—(%’a—y)v
dar
of _1-(et+y—(z-y-1_ 2
Ox (z +y)? (z +y)?
g_—l-@—!—y)—(z—y)-l_ —2z
dy (z +y)? C (z+y)?

I punkten p = (1,1) dr alltsa

Vi = (G Gy

r=y=1

Grafen till f #r den yta i R® bestdende av alla punkter (z,y, z) som uppfyller
sambandet

z= f(z,y).
Vi kan skriva om detta samband till
0= f(z,y) — =z
Grafen #r alltsa i sjdlva verket O-nivaytan till funktionen

g(x,y,z) = f(l',y) —z.

En normalvektor till g:s nivayta i punkten (1, 1, f(1, 1)) ar gradienten

dg 0g O
n=Vo(1,1,0) = (5. 5" 57)

r=y=1

- (55

z=y=1
2=0

Eftersom tangentplanet genom punkten (1,1,0) ska tangera g:s nivayta
ar m en normalvektor till planet.

Planets ekvation dr darmed
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En nivakurva till f bestar av alla punkter (z,y) som uppfyller sambandet

flzy)=C
for nagot fixt C.

Punkten p = (1,1) tillhor nivakurvan med C-virdet

1-1
C':f(lvl):m:

For att bestimma tangentlinjen till nivakurvan i p = (1,1) behéver vi veta
nivakurvans riktning v i punkten p. Den riktningen vet vi &r vinkelrdt mot
nivakurvans normal n som ges av gradienten

n=Vfp) =(3-3)

sa v far vi exempelvis till v = (%, %) En parametrisering av tangentlinjen
ar

r(t)=p+tv=(1,1)+t(3,3).



12.7.8 Bestdm en ekvation for tangentplanet till nivaytan av funktionen Vi har

f(@,y,z) = cos(z + 2y + 32) o _ (1,-1) _ 1)
i punkten (3, m, ). v /12 + (—1)2 V2 ’
of of
V£(0,0) = (5:(0,0), 5-(0,0)).
En normalvektor till niviytan i punkten p = (37,7, 7) ges av gradienten of . Yy
of , . of, . of 50,00 =—— =1,
n=VIe) = (5 0.5 0.5 0) O L+ yle==0
ox y 0z of z
“0,00= —2 —0.
dar 8y( ) (14 y)?la=y=0
%( ) = —sin(z + 2y + 32) =1 Déarmed ar
5P = Y e =
y=z=m 1
of . Dy f(0,0) = 2(1,-1)-(1,0) = —=.
8—y(p)z—sm(m+2y+32) ;z:/i:Q, v/ (0,0) \/5( ) (1,0) V2
of .
g(p) = —sin(z + 2y + 32) — =3.
Tangentplanets ekvation &r
n-(r—p)=0
& (1,2,3) - ((m,y,z) — (%ﬂ',ﬂ',ﬂ')) =0
& r+2y+ 3z = %77.
12.7.14 Lat
f(a,y) =log|lr||
ddr r = (z,y). Visa att
r
v
e
12.7.12 Bestdm #dndringstakten av funktionen
__* Vi skriver ut f iz och y,
fly) =17 ”
vid punkten (0, 0) i riktning (1, —1). f(z,y) =log||r|| =log Va? +y? = %log(ac2 +42).
Gradienten &r
Vi soker f:s riktningsderivata i riktningen v = (1, —1), d.v.s.
Vi of of
D, £(0,0) = e, - V£(0,0). f= (%, a_y)’



dar
9 1
_f = 2 Lo = r ,
817 1'2 + y2 1:2 + y2
of _ 3 5 _
oy x2+y? x4+ y?
Alltsa ar

Vf:( z y ): (r,y) _
a? +y? a2 +y?/) 2 4y? el

12.7.17 1 vilka riktningar fran punkten (2,0) har funktionen

flz,y) =zy

en dndringstakt pa —1? Finns det riktningar i vilka &ndringstakten dr —37? eller —27

Andringstakten i en riktning v ges av riktningsderivatan
D, f(2,0) =e, - Vf(2,0).

En enhetsvektor i R? kan alltid skrivas i formen

e, = (cosf,sin )

dar 0 < 0 < 2m.
Gradienten ar

Riktningsderivatan blir alltsa
e, - Vf(2,0) = (cosb,sinh) - (0,2) = 2sin 4.

Denna derivata dr —1 da

1
sin9:f§ & 0:%71' eller 6=

med motsvarande riktningar

11

?Tf

(cos Zm,sinZm) = (=42, -1),

(4 -3)

20 2/

(cos %77, sin %W)

Uttrycket 2sin @ kan aldrig anta véardet —3 eftersom —1 < sinf < 1, ddremot

antas viardet —2 da sinf = —1, d.v.s. da 6§ = %w vilket svarar mot riktningen

(cos 3m,sin 37) = (0, -1).

12.7.22 Bestdm en ekvation for den kurva i x,y-planet som passerar genom punk-
ten (1,1) och skir alla nivakurvor till

fla,y) =" +¢°

under riat vinkel.

Om var kurva ska skéra en nivakurva i punkten p vinkelritt sa maste den ha en
riktning som dr parallell med nivakurvans normal V f(p).

Vf(p)

var kurva

nivakurva



Antar vi att vi parametriserat var kurva med r = r(t), sd maste vi alltsa ha att
7(t) &r parallell med Vf(r(t))

for alla parametervérden t.
Analytiskt betyder detta att det ska finnas en skaldr k(t) # 0 sa att

7(t) = k() Vf(r(1). ()

Skaldrfunktionen k(t) dr lite besvirande att hela tiden béra med sig, speciellt
eftersom den saknar geometrisk betydelse (d.v.s. oavsett hur den ser ut paverkar
den inte kurvans form utan bara hur parametriseringen ser ut).

Ett sétt att bli av med den &r att tédnka sig att vi parametriserar om var kurva
till

r(u(t)), (%)

diar u: R — R &r en en-entydig funktion. (%) beskriver fortfarande geometriskt

samma kurva, det ar bara det att istéllet for att en punkt pa kurvan svarar mot

parametervérdet ¢y svarar den nu mot ett annat parametervirde.
Parallellvillkoret (f) blir nu (med kedjeregeln)

i (u(t)) - () = k(D) VF (r(u(?))).

Om vi véljer u(t) sa att 4(t) = k(t) forenklas detta till

7 (u(t)) = V£ (r(u)). 1)

Att vi verkligen kan viilja u(t) pa detta séitt ser vi genom att sétta

u(t) = /Ot k(r) dr,

for da ar w(t) = k(t). I och med att u(t) = k(t) # 0 sa maste u(t) hela tiden
antingen vara strangt vixande eller avtagande, d.v.s. en-entydig.
Istéllet for att hela tiden skriva r(u(t)) kan vi anta att vi redan frén bérjan
valt denna parametrisering och skriva r(t).
Om vi nu ska skriva () i vektorform sa har vi
. z(t)
r(t) =1 .
) (y(t)>
VE(r(t) = (g(r(t)) g—g(r(t))) = (4z(t)® 2y(t)).

(1) blir déarfor

(1) = 4a(t)*, (1)
y(t) =2y(t). (2)

~+

Vi ska nu 16sa dessa tva differentialekvationer. Vi kan anta att kurvan gar genom
punkten (1,1) da ¢t =0, d.v.s. (2(0),y(0)) = (1,1).

Ekvation (1) kan skrivas

Om vi integrerar bada led m.a.p. ¢ fran 0 till ¢ fas

VL:/O %dt:{w:m(t); dw = (1) dt }

J -,
i 4wd 8z(1)? 8

t
HL:/ dt =t
0

vilket ger

=t & x(t) =

18t

dér minustecknet forkastas eftersom vi maste ha att 2(0) = 1.

Pa liknande sétt 16ser vi (2) och far
y(t) = e

Var kurva har alltsa parametriseringen

r(t) = <ﬁ> (-0 <t<g)
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Anm. Man kan eliminera parametern ¢ och fa fram att kurvan ocksa kan skrivas som

y:exp(é—i) (z > 0).

12.8.4 Beridkna derivatan % om y uppfyller féljande samband

Y

z 2
e’ —zzlogy = m.

Vilka villkor pa (z,y, z) kan garantera existensen av en 16sning y = y(z, z) med ovan-
staende derivata.

Om vi bérjar med derivatan sa ska vi alltsa derivera det implicita sambandet
med avseende pa z och med y som en funktion av x och z, d.v.s. derivera

V@A) _ 22 logy(x, z) = .
Vi far

eyz(%-z—l—yl)—<m2-1~logy+x23-$g—) =0.

Vi samlar ihop %7

22\ 0
(eyzz — ﬂ)—y +ye¥* —az?logy =0
y / 0z
oy z2logy — y ev?
0z 2%z
zeyr — —
Y
Detta givetvis under forutséttning att vi verkligen kan skriva y = y(z, z) lokalt.

Det implicita sambandet kan vi skriva som en nollstélleyta genom att sétta

-

fz,y,2) = e¥* — 2?zlogy — 7.

De punkter som uppfyller det implicita sambandet uppfyller ockséa f(z,y,z) = 0.
Enligt implicita funktionssatsen kan vi utifran f = 0 skriva y = y(z, z) lokalt om

of
8_2,/#07

d.v.s. om

12.8.8 Berikna derivatan % om z uppfyller féljande samband

F(as2 — 2247 +xz) =0,
déar F &ar kontinuerligt deriverbar.

Vilka villkor pa (z,y,2) kan garantera existensen av en 16sning z = z(z,y) med
ovanstaende derivata.

Vi deriverar det implicita sambandet med avseende pa x och med z = z(z,y).
Kedjeregeln ger

0z
2_ 2 .2 . _ 9, 9%
Fi(z® —2%,y° +22) (290 2z 83:) +

Fg(x2—22,y2+xz)~(1-z+x-g—;) =



Vi samlar ihop %7

(—Zz-Fl( )+ - Fy( ))g—;+(2x-F1( )+ 2 - Py )):0

0z  —2x-F( )—z-Fy( )

< %_—22'}7’1( )+£L'F2( )

Den méngd som definieras av det implicita sambandet &r en nollstélleyta till
funktionen

G(z,y,2) = F(2? — 2%,y* + 22).

Enligt implicita funktionssatsen kan vi garantera att z = z(x, y) lokalt om
oG
== £,
0z 7

d.v.s. om

%F(xQ—ZQ,yZ—i—xz):Fl( )-(=22)+ Fa( )-z#0.

12.8.11 Berédkna derivatan (g—z) om z uppfyller sambanden

x2+y2+22+w2:1
T+ 2y + 3z + 4w = 2.

Vilka villkor pad (x,y, 2, w) kan garantera existensen av en 16sning = = z(y, z) med
ovanstaende derivata.

Den méingd som bestdms av de tva implicita sambanden &r nollstélleytan till
funktionen

2 2 2 2
Flo,y, 2 w) — (x A 1).

r+2y+3z+4w —2

Eftersom F' #r en funktion med virdemingd i R? kan vi niistan undantagsvist
skriva tva av variablerna z,y, z, w som funktion av de 6vriga tva. I vart fall

x = a(y, 2),
w=w(y, 2).

Detta funktionsberoende kan vi dock bara garantera, enligt implicita funktions-
satsen, i de punkter dér

oF
d t( ) 0,
¢ O(z,w) 7
d.v.s. dar

E)F1 8F1

e 2r 2w

ox ow | __ _
‘% %‘— 1 4’—815—210750.

Ox ow

Den sokta derivatan far vi genom att derivera de tva implicita sambanden med
avseende pa y och med z = z(y, z) och w = w(y, 2).

22 8% + 2y 4+ 04 2w §2 = 0

Ox ow __
%4 240+ 432 =0

Detta &r ett linjart ekvationssystem i de tva okénda g—‘z och %—1;’.

) (5)- ().

Cramers regel ger

-2y 2w
89&_‘—2 4‘_—8y—|—4w
dy |20 2w| 8z —2w’
T
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12.8.12 Berdkna derivatan B—U om u uppfyller sambanden
T
x2y+y2u7u3 =0
z? + yu = 1.

Vilka villkor pa (z,y,u) kan garantera existensen av en lésning v = wu(z) med
ovanstaende derivata.

Mangden som definieras av de tva sambanden dr nollstélleytan till funktionen

2 2 3
Yy +y‘u—u
F(m,y,u):< x2—|—yu—1 )

Eftersom F's virdemingd dr i R? kan vi nistan éverallt skriva tva av variablerna
som funktion av den tredje. I vart fall

Ett tillrdckligt villkor for detta dr att

det(a(?yl,:‘u) ) 70,

enligt implicita funktionssatsen, d.v.s.

d d
’— —‘_ 2o e
OFy  9Fy | T
By o u y
= (2% + 2yu)y — u(y® — 3u?) = 2%y + y?u + 4u® # 0.
Derivatan g—g far vi genom att derivera de tva implicita sambanden m.a.p. x.

2wy a? 42 P uty? G -3t =0
20+ %oyt oyt =0

Detta linjédra ekvationssystem kan vi sammanfatta som

22 +2yu  y? — 3u? g—z _ —2xy
U Y % 2z )

Cramers regel ger

22 4+ 2yu  —2zy

du u =2z | (2 +2yu)(—2z) — u(—2axy)
dr |22 +2yu y? —3u?| (22 + 2yu)y — u(y? — 3u?)
u Y
—223 — 2zyu

22y + y?u + 3ud

12.8.14 Naéra vilka punkter (7, s) kan transformationen

z=r>+2s

y:3272r

16sas med avseende pa r och s som funktioner av x och y?
Berikna vérdet av de forsta partiella derivatorna av 16sningen i origo.

Vi kan skriva om sambanden mellan r, s, z och y som nollstélleytan till funktionen
x—1r2—2s
F(xayar?s) — (y$2+27, .
Funktionen F' har viirdemingd i R* varfor vi kan skriva

r=r(r,y)
s =s(x,y)

kring de flesta punkter. Enligt implicita funktionssatsen &r ett tillréckligt villkor
for detta att




d.v.s.

gh gn —-2r -2
86F2 8;2 =l 5 o =4drs+4#0.

Alltsa, néra punkter (r,s) dér rs # —1 kan vi skriva r = r(z,y) och s = s(z,y).
Eftersom vi ska berikna alla partialderivator gor vi det med dem ihopsamlade

i Jacobimatrisen g((lz)) For att gora hirledningen négorlunda kompakt infor
vektorbeteckningarna

r=(rs),

x = (z,y).

Vi deriverar det implicita sambandet F(a:7 T(a:)) = 0 med avseende pa x. Ked-
jeregeln ger

8F+8F or _o - or (8F>—18F
dx  Or oz ox or oz’
Alltsa ar
o or oF  oF\ T foFL  OF
ox oy | _ or Os ox oy
<@ 8_> - <6F2 6F2> (@ @)
ox oy or Os Ox oy

1 (=25 2\ (1 0
B 4drs +4 -2 =2r 0 1

_ 1 —2s 2
 drs+4\ -2 —2r

or or
Js Jds - '

och i origo &r

12.8.18 Visa att ekvationerna
ze¥ +uz —cosv =2
ucosy—&—m% — y22 =1

kan 18sas i u och v som funktioner av x,y, z i nirheten av punkten Py dér (z,y,z2) =
(2,0,1) och (u,v) = (1,0). Berikna dven (%)M i(x,y,2)=(2,0,1).

Losningsméngden till ekvationerna dr nollstidlleméngden till funktionen

F(z,y,2,u,v) = (ucosy +r2v—y2 -1

reY+uz —cosv—2 )
Enligt implicita funktionssatsen kan vi l6sa ut

u = u(z,y,2)

v=v(z,y,z)

om
OF
det( ) £0,
O(u,v)
d.v.s. om
‘ =L G ‘_ z  sinv
oF, oF |~ 2
o cosy T

= zx? — cosy sinv # 0.
I punkten (x,y, z,u,v) = (2,0,1,1,0) ér denna determinant
1-22 —cos0-sin0 =4 #0.

Alltsa kan u och v l6sas ut i termer av z, y och z lokalt kring (z,y,2) = (2,0,1).
Den partiella derivatan far vi genom att derivera de tva implicita sambanden
m.a.p. z och med u = u(x,y, 2), v =v(z,y, 2).

Ou .\ Ov
0+E~z+u-1—(—smu)&—0

Ju
0z

z sinv g—’z‘ [
cosy x> % B 2z )
Ou | —u sinv

0z  |2yz a?

I punkten (x,y, z,u,v) = (2,0,1,1,0) ir

0
-cosy+x2—v—y-2z:o
0z

Vi sammanfattar

Cramers regel ger
. 2 .
z sinv —u - x° — 2yzsinv

cosy a2

222 — cosy - sinw

(au) _—1-22-2.0-1-sin0 _ )
82/ey  22-1—cos0-sin0
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