Lektion 4, Flervariabelanalys den 25 januari 2000

12.2.2 Bestdm gréansvirdet

lim /22 +y2

(z,9)—(0,0)

eller forklara varfor griansvérdet inte existerar.

For att gransvirdet ska existera maste gransvirdesuttrycket nidrma sig ett och
samma vérde oavsett hur vi later (x,y) — (0,0).
Ett forsta test kan dérfor vara att lata (z,y) nirma sig origo langs en rit linje.
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En rét linje genom origo kan allmént skrivas i parameterformen

(z,y) =t(a,b) (t parameter),
dér (a,b) ar riktningsvektorn for linjen och ¢ = 0 svarar mot origo. Nér vi ndrmar
oss origo ldngs denna linje blir gransvardet

tim /(a2 + (B2 = lim, |f]/a? + b2 = 0.
t—

t—0+

Eftersom detta grinsvirde dr oberoende av a och b spelar det ingen roll i vilken
riktning vi ndrmar oss origo.

Detta betyder dock inte att grinsviirdet maste existera (se det viktiga exem-
pel 3 avsnitt 12.2 i kursboken), utan vi kan faktiskt inte &nnu dra nagon slutsats
dérom.

Var misstanke kan iallafall vara att gransvérdet existerar och ar lika med O.
For att visa detta &r ett sitt att vi gar tillbaka till definitionen av griansvirde
och visar att den &r uppfylld.

Definitionen av griansvirde lyder:

Oavsett hur litet € > 0 vi véljer sa ska det alltid finnas ett § = d(g) > 0
sa att

|f(z,y) — 0| <e foralla (z,y) s.a. 0 < |(z,y) — (0,0)] <.

I vart fall ska vi vélja § > 0 s.a.

Va2 +y2 <e foralla (z,y) s.a. 0 < /22 +y2 < 6.

Om vi viljer § = ¢ sa &r definitionen uppfylld. Vi har ddrmed visat att
gransvardet existerar och &r lika med 0.

Anm. En kortare rdkning &r

lim a2 +9y? = { /- &r kontinuerlig}

(=,y)—(0,0)

=/ lim (224 y?) = \/ lim 22+ lim y?

z,y—0 ,y—0 z,y—0

= . /lim 22 + lim y2 = 0.
z—0 y—0

12.2.4 Bestdm gransvirdet
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im ———
z,y—0 12 + y?

eller forklara varfor gréansvérdet inte existerar.

Vi utfor ett forsta test genom att lata (x,y) — (0,0) lings en rét linje. En
parametrisering av en allmén linje genom origo ar

(z,y) = t(a,b) (t parameter),



och nér vi ndrmar oss origo ldngs denna linje blir gransvardet

00, oma >0
. at
lim

__® o fm -2 _ .o _
oo+ (at)2 1 (b1)2  t0% a2 + b2 ¢ 0, oma=0

—00, oma<0

Detta gransvérdet existerar inte och darfor kan inte grinsvérdet i uppgiftstexten
existera.

12.2.11 Bestdm grinsvéardet

m2y2

lim
2,y—0 32 + y4

eller forklara varfor gransvérdet inte existerar.

Vi borjar med det obligatoriska testet nér (x,y) — (0,0) lings en rét linje. Vi
kan da skriva x och y i parameterformen

(z,y) = t(a,b) (t parameter).
Gréansvérdet blir da

(at)?(bt)? ) a?b?tt b ?

m ————— = 11 ——F———— = 11l —(F/—F—5
=0+ (at)? + ()4 (=0t a2 + bt o+ a2 + b2

=0
som &r oberoende av a och b, d.v.s. av i vilken riktning vi ndrmar oss origo. Precis
som sagts tidigare riacker inte detta for att bevisa att griansvéirdet existerar. Testet
kan bara anvéndas for att sortera bort gransvirden som inte existerar.
Istéllet for att ga tillbaka till definitionen av grinsvirde for att bevisa att
gransvardet existerar kan vi anvénda oss av instdngningsprincipen. Vi har att
o< 22y? - 22y? o,
= =~ =Y.
2 +yt T 2?40

Eftersom HL — 0 da z,y — 0 sa ger instdngningsprincipen att
a2
z,y—0 22 4 y*

12.2.14 Hur ska funktionen
2% — ¢
T —y

flz,y) = (z #y)

definieras pa linjen z = y sa att den blir kontinuerlig i hela z, y-planet?

Med en polynomdivision

.’L'Q + y2 + xy
.’L'S — y3 r—Y
.’ES — x2y
—y3 +a?y
. y3 +1'y2
Q?Qy _ l‘yQ
22y — zy?
0
far vi att
3 3
% = +yP+ay (2 #y).

Om vi siitter F(z,y) = 2% + y? + xy s har vi alltsa att

f(z,y) = F(z,y) forx#y.

Genom att definiera
f(z,y) = F(z,y)

dven da x = y sa far vi att f blir kontinuerlig i hela planet eftersom polynomet F
ar kontinuerlig overallt.



12.3.2 Rékna ut forsta ordningens partialderivator av funktionen
f(a,y) = zy + 2*

i punkten (2,0).

Funktionen f beror av tva variabler x och y, och har déarfor tva partialderivator g—i

och %.
Yy
Nar vi rdknar ut % deriverar vi f med avseende pa x och betraktar y som en
konstant,
of
—— =y +2z.
Ox
Pa samma sétt far vi % genom att derivera med avseende pa y och betraktande x
som en konstant,

of _
a—y—x—i—O—x.

Partialderivatornas virde i punkten (z,y) = (2,0) far vi genom att stoppa in z =
2 och y =0,

12.3.5 Rékna ut forsta ordningens partialderivator av funktionen
z = arctan y
T

i punkten (—1,1).

De tva partialderivatorna far vi genom att derivera med avseende pa variabeln i
fraga,

0z 1 ( y) —y

o 2 \T2) T Ta 2

or 1+<g) x 24y
x

%_ 1 1 x

Wy

X

Partialderivatornas virde i punkten (—1,1) &r

0z —Y -1
—(—171) = — o = = —1/2,
ox w2yl (—1)2 412
0z x -1

~1.1)= —— =———=-1/2.
83/( 1) 22 + 2 == (—1)2 12 /



12.3.6 Rékna ut forsta ordningens partialderivator av funktionen
w = log(1 + ")

i punkten (2,0, —1).

Vi har tre partialderivator; en for varje variabel

ow 1 evy?
U (0LetE ) = .
Or 1+ery* ( te yz) 14 ey vz,
ow 1 ery*®
o ) Tyz - .
3y = T¥ eove (0 +e xz) 1+ oovs xrz,
ow 1 ery®
o ) Tyz | - .
0z 1+ evy? (0 te xy) 1 4 ezvz Y-
I punkten (2,0, —1) antar partialderivatorna véirdena
ow ery? 1
92 20D = g E e T3 O D=0
z=—1
ow ery® 1
—(2,0,-1) = ———— - =——.2.(=1)= -1
8@/(” )= T 2 1+1 (=1)
z=—1
ow ery? 1
—(2,0,-1)= —. = -2-0=0.
9z 20D = s s = 7

12.3.12 Rikna forsta ordningens partialderivator av funktionen

2 2
< —2y
— omz#y,

0 annars

i punkten (0,0).

Enligt definitionen av partialderivata ar

h* —0 0
af T f(0+ha0)_f(070)_ : h—20 B T _
or "0 = % h T Tt h
0 — 2k? 0
ay 0 =i k = R = R

12.3.14 Bestdm en ekvation for tangentplanet och normallinjen for funktionsytan till

flz,y) = z;z

i punkten (1,1).

For att bestimma normallinjen behover vi en punkt P pa linjen och en riktnings-
vektor n till linjen. Normallinjens ekvation &r da

r(t) = OP +tn (t parameter).
Eftersom vi soker normallinjen i punkten (1,1) maste linjen ga genom punkten

P=(1,1,f(1,1)) = (1,1,0).



Normallinjens riktning i samma punkt ges av vektorn

n= (8f(1 1), gf(l 1), 1)

ox
dér
of l-(z+y)—1-(z—y) 2y
== =1/2
ax( 1= (x4 y)? rmy=1 (x 4+ y)? la=y=1 /
of (D-(z+y) —1-(z—y) —2
1,1 = =—-1/2
ay( )= (x+y)? vmy=1 (@ Y)?la=y=1 /
vilket ger
n= (1-1-1)
Normallinjens ekvation ar alltsa
r(t) = 0P +rn=(1,1,0)+t (1, ~1 -1).

For att bestamma tangentplanets ekvation behéver vi en punkt i planet och
planets normalvektor. En punkt i planet dr tangeringspunkten

P=(1,1,f(1,1)) = (1,1,0).

Planets normalvektor édr normalen till ytan

0
(af(l 1), a:];( 1), —1) =(L,-1,-1).

Planets ekvation &r

<~ (%37%;7 ) ((x,y,z)f(l,l,O)) =0
& 1 —sy—2=0.

12.3.22 Bestdm en ekvation for tangentplanet och normallinjen for funktionsytan till

flz,y) = 1+ x3y2

i punkten (2,1).

En punkt pa normallinjen &r

P=(2,1,f(2,1)) = (2,1,3).

Normallinjens riktning &r parallell med funktionsytans normal

of of
= (5,205, 0.-1),
dér
of 1 2.2
2L2,1) = =2
ax( ) 2/1 + 2342 Y vl
of 1 3
— = '2.% = 8 3
3y( ) 2¢/1 + x3y? Y i /
vilket ger
n = (2, %, -1)

Normallinjens ekvation &r

r(t) =0P +tn=(2,1,3)+¢(2,8,—-1) (¢t parameter).
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En punkt i tangentplanet ar
P = (27 17 3)’
och planets normalvektor &dr parallell med funktionsytans normal

n=(22% -1).

13
Planets ekvation ar darfor
n-(r—O0P)=0
s (2,5-1) ((xy.2)—(2,1,3) =0

12.3.24 Bestdm alla horisontella plan som tangerar ytan med ekvationen
2 2
2 = pye~ @2,

Till vilka punkter &r de tangentplan?

Ett horisontellt plan har normalvektorn (0,0, 1). For att ett sadant plan ska vara

ett tangentplan sa maste funktionsytans normal vara parallell med (0,0, 1), d.v.s.

of of
L) = 1
<8x’ay? ) k(070’ )
for nagot k # 0. Detta ger villkoret
of of
o oy ()
Vi har att
of (a2 +y?)/2 —(a®+y?),/2 2y, o= (@ +47)/2
5 = Ve +aye (—x)=(1—-a%)ye ;
8f 2 (2,2
hCAE (@*+y*)/2
9y (1-y )ze

Eftersom exponentialfunktionen aldrig &r noll sa leder (x) till ekvationssystemet
(1—-a?)y=0 (1)
(1—y*z=0 (2)

Bade (1) och (2) dr uppfyllda omm atminstone en av faktorerna i varje ekvation
ar noll. I varje ekvation finns tva faktorer vilket ger 4 kombinationsmojligheter.

1—2%=1-1y%=0: Detta ger punkterna (1,1), (1,-1), (=1,1) och (-1, -1).
1 — 22 =2 = 0: Saknar 16sning.
y=1—y?=0: Saknar l6sning.
y=x=0: Detta ger punkten (0,0).

I dessa punkter #r alltsa tangentplanen horisontella. Tangentplanens ekvationer
blir

(1,1) = f(1,1) = e !
(1,-1) : = f(1,-1) = —e!
(-1,1) p=f(=1,1) = —e!
(—1,-1): = f(=1,-1) = ¢!
(0,0) : 2= f(0,0) =0



12.4.4 Bestdm andra ordningens partialderivator av

z =4/3x2 + y2.

Forsta ordningens partialderivator &r

af 1 3z
Y- =
0r  2,/322 + 2 /372 + 42
of 1,
Ay 2¢/322 442 /312 + 42

Andra ordningens partialderivator far vi genom att derivera en gang till,

f  009: 0 3

@:%%7%1/3x2+y2

. 2 2 _ . i .
73 3z° + y* — 3z oz 6x

(V)
3(32% +y?) — 927 3y?
(3I2+y2)3/2 =
f_00:_0 y
Oy*  OyOdy Oy /322 4 42
1322492 —y- 27@ -2y
(Vo)
302 + y2 — 42 B 342
- - (322 4 y2

(322 + y2)3/2

(3x2 +y2)3/2 )3/2

0%z 00z 0 Y

0x Oy B Oz dy 0z /322 + y2

N

2(322 + y2)3/2

—3zy

Eftersom funktionen z #r sammanséttningen av polynomet 3z2 +y? och kvadrat-
roten dr z kontinuerligt deriverbar av alla ordningar. Vi har dérfor att

0%z B 0%z B —3xy
oyoxr  Oxdy (3x2 +y2)3/2.

Anm. Vid en tentamen kan det vara bra att som en extra kontroll verkligen rikna
8%z

ut Dy on"




12.4.10 Visa att funktionen

x
f(z,y) = o
dr harmonisk 6verallt utom i origo.
Funktionen f &r harmonisk om
U I
ox? oy
Vi har
of 1 (@ +y*)—z-2x  —a® 4y
or (22 + y2)2 T (@2 +2)?
ﬁ 0 —z?+y? 2z (2?4 y?)? — (—2? +y?) - 2(2% 4+ y?)22
92 Ox (22 +y2)? (22 + 42)*
@+ (20 +yP) — da(—a? +¢?))
- (22 4 12)*
_ 223 — 6xy?
- (m2—|—y2)3
of . g, T2
gy~ @y T @12
ﬁ 0 2y 2z (22 + y?)? — (—22y) - 2(2% + y?)2y
O~ By @y (@2 + )8
_ (@ +9?)(—22(a® + ) + 82y®)
- (x2 —|—y2)4
_ —223 + 6zy?
- (zz 4 y2)3 :

Nu ser vi att (x) dr uppfylld da (z,y) # (0,0), d.v.s. f &r harmonisk.
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