Lektion 14, Flervariabelanalys den 16 februari 2000

15.3.2 Lat C vara den koniska spiralkurvan med parameterformen

xr =1 cost
y =tsint (0 <t<2m).
z=1

Besta'm/ zds.
c

Vi skriver kurvan i vektorform
r(t) = | t sint (0 <t <2m).

Baglangdselementet ds ges av formeln ds = |7(t)| dt, dir

cost —tsint
7(t) = | sint + tcost
1

[7(t)] = \/(cost —t sint)2 + (sint +t cost)? + 12

= \/COS2t — 9t costsint + t2 sin’t + sin?t + 2t costsint + 2 cos?t + 1
=V2+1t2

Linjeintegralen blir

2
/zds=/ V2412 dt = {u=2+1t% du=2tdt}
C 0

2+4m? 24472

=3[ Vi ]
= 1(2+47%)V2 + 42 - 2V2).

15.3.4 Visa att kurvan C' som &r skdrningskurvan mellan den elliptiska paraboloi-
den z = 2 —x? —2y* och den paraboliska cylindern z = 2 i forsta oktanten fran (0, 1,0)
till (1,0, 1) har parametriseringen

T = cosu
y =sinu (0 <u<7/2),
z = cos’u

och berdkna kurvans massa om dess densitet i punkten (z,y, 2) dr o(z,y, 2) = zy.

Skarningskurvan mellan de tva ytorna uppfyller bada ytornas ekvationer

2=2—x% -2 (1)
z =12 (2)

(2) insatt i (1) ger

2

?=2—2%-2 & 2?4+ = 1.

Skarningskurvans projektion pa x,y-planet dr alltsa en del av enhetscirkeln. Vi
kan dérfor beskriva z- och y-koordinaten med standardparametriseringen
T = cosu,

Yy = sinu.

Fran (2) har vi

z = $2 = COSzu.

Detta dr en beskrivning av hela skdrningskurvan. Eftersom kurvstycket C' ligger
i forsta oktanten maste vi begrinsa parameterintervallet sa att

x =cosu > 0,
y =sinu > 0,

2 = cos’u >0,
vilket ger att u € [0,7/2]. Kurvan C kan alltsa skrivas

COoSu

r(u) = | sinu (0<u<m7/2).

cos?u



Kurvans densitet ges av

o(u) = o(r(u)) = z(u)y(u) = cosusinu,

och kurvans bagldngdselement ds &r

ds = |#(u)| du = \/(—sinu)2 + (cosu)2 + (2 cosusinu)? du

= \/1 + 4 cos2u sin®u du.

Kurvans totala massa blir

/2
m = / o(x,y,2)ds = / cosusinuy 1+ 4 cos2usin?u du
C 0
w/2 /2
= / %Sin 2u\/ 1 + sin®2u du = / %Sin 2uy/ 2 — cos22u du
0

0

1
={t=cos2u; dt = -2 sin2udu}:%/ V2 —1t2dt
-1
1 7\'/4
V2 — 2sin20 cos 6 db

={t=V2sinb; dt =2 cosfdf} = —~
{ } 2\/§ —m/4

/4 /4
= %/ | cos 6] cosfdf = i/ (1 + cos26)df
—m/4 —7/4
. w/4 - -
S R TC S S S S

15.3.6 Beridkna
/ezds
c

r=r(t)=¢ coste, +e'sinte, +te, (0 <t <2m).

dar C ar kurvan

I vektorform skrivs kurvan

och baglingdselementet dr

ds = |#(t)| dt = \/(et cost — et sint)2 + (et sint + et cost)2 + 12 dt

= \/ezt(cos% — 2costsint + sint 4 sin’t + 2costsint 4 cos2t) 4 1 dt

= /22t + 1 dt.

Linjeintegralen blir

2m
/ezdSZ et/2e2t + 1 dt = {s=V2¢e; ds=2e' dt}
c

0
V3 27
:% " V52 4+ 1ds={s=tan6; ds = (1 + tan’0) df }
. arctan(v/2 62") do 1 arctan(\/ie%') cos 0 do

arctan \/5 C0539 - ﬁ arctan \/§ (1 - Sin26)2

1 sin arctan(v/2 e2™) dr
={r=sinf; dr =cosfdf} = — —_—
\/Q sin arctan v/2 (1 - 7‘2)2

= { partialbrakuppdelning }

:4\1/§/<(r_11)2_rilJ’(rﬂLll)erTil)dr

1 sin arctan(v/2 e2™)

T a2

1 1
{———log|r—1|——+log|r+1]
r—1 r +1 sin arctan\/§



Med tva hjilptrianglar kan vi férenkla 6vre och undre integrationsgriansen.

V5
\/5 sin arctan \/5 = \/g

5

arctan v/2 1

V14 2edr

o ) 27
\/ie sin arctan(\/E€27r) = \/\{%

5

arctan (\/i 62”)

Linjeintegralen blir

ﬂ + 1
_ 1 _ 1 _ 1 +10g,/1_~_2647r
4\/§ \/56277 \/56271' \/ieQTr

L T L _VEe 4
V14 2edr V14 2edm V14 2edm

1 1 V2/5+1
NSNS Ogm_1>

Anm. Med en hyperbolisk substitution blir ridkningarna nagot enklare

/\/52+1ds:{s:sinht; ds:cosht}:/coshgtdt
:%/(1+cosh2t)dt:%t+%sinh2t+C

men integrationsgrinserna &dr fortfarande risiga.

15.3.7 Bestam

/x2ds
c

lings skédrningslinjen mellan planen x —y + z = 0 och = + y + 2z = 0, fran origo
till (3,1, —2).

Skérningslinjen dr 16sningarna till de bada planens ekvationer
-y +z= 07
r+y+22z=0.
Med gausseliminering far vi 1ésningarna till

x 3t
yl=1 ¢ (t parameter),
z —2t

som ocksa #r en parametrisering av skdrningslinjen. Origo svarar mot ¢ = 0
och (3,1, —2) svarar mot t = 1. Bagliangdselementet #r

ds = |(t)| dt = /32 + 12 + (—2)2 dt = V14 dt.

Linjeintegralen &r alltsa

1 1
/xst:/ (31)2/14 dt:9\/ﬂ/ 2 dt — 314,
C 0 0

Anm. Eftersom skdrningskurvan mellan tva plan alltid &r en rét linje, som dessutom
maste ga genom origo och (3,1, —2) kunde vi direkt ha skrivit upp linjens parametrise-

ring.



15.4.2 Beridkna linjeintegralen av vektorfiltet
F(z,y) =coszez —yey

lings kurvan y = sinx fran (0,0) till (7, 0).

Vi ska 16sa uppgiften med tre metoder.
METOD 1 (explicit utrdkning)

Vi skriver kurvan i parameterform

- ()-(2)

dr 1
dr(t) = yn dt = (cos t) dt.

0<t<m),

och har da

Linjeintegralen blir
/ F-dr = / (cosz, —y) - (dz,dy) = / (cost, —sint) - (dt, cost dt)
C C 0
= / costdt —sint costdt = {sint} — [%Sinzt} =0.
0 0 0
METOD 2 (potential)

oOF B % 60—1;’1 _(—sinx O)
o(zy.2)  \Gr %2 o -1

Vi har

som dr symmetrisk i hela planet. Vektorféltet F ar ddrmed konservativ och har
en potential ® som uppfyller

0P 0P
Vo = (%, a_y) = F(r) = (cosz, —y)

& @zsinxf%yQJrC.

Linjeintegralen dr oberoende av vég och vi har

(m,0)
/ F-dr = &(r,0) — 5(0,0) = 0.
0,0)

METOD 3 (byte av integrationskurva)

Precis som i metod 2 visar vi férst att F' &r konservativ.
Eftersom F' ar konservativ ar linjeintegralens viarde oberoende av vilken kurva
fran (0,0) till (7, 0) som anvéinds. Vi byter dérfor ut kurvan i uppgiftstexten mot

den enklare kurvan
'S t = =
0=(3) =
Linjeintegralen blir

/(cost,O)-(dt,O):/ costdt:[sintr:O.

0 0 0

(0<t<m).

15.4.4 Beriikna linjeintegralen av vektorfiltet
F(z,y,2) =zez—yey+2ze,

lings kurvan « = ¢, y = t* och z = t® fran (0,0,0) till (1,1,1).

Vi undersoker forst om vektorfaltet ar konservativt. Vi har

0 0 1
F
0 =0 -1 O

0(x,y,2) 2 0 0

Eftersom matrisen inte dr symmetrisk dr F' inte konservativ. Vi bestimmer dérfor
linjeintegralens virde med en explicit utrdkning. Vi har

z(t) #3
F(r(t) = y((t)) = f;
2x(t
dr 1
dr(t) = - dt = 32t dt
t2



Kurvan genomléps av denna parametrisering nér ¢ gar fran 0 till 1. Linjeintegralen
blir

- dr = ' r -dr = ' 3 42 . 2
/cF d /OF( (t)) - dr(t) /O(t, t2,2t) - (1,2t,3t%) dt

1 1
— 3 3 3 _ | 544 _ 5
_/0 (=26 + 6t dt = [ 32| =1

15.4.8 Bestidm
7{ a:2y2 dx + x3y dy
c

moturs runt kvadraten med horn i (0,0), (1,0), (1,1) och (0,1).

Vi undersoker om vektorfaltet
F(z,y) = (*y°, 2%y)

ar konservativt. Eftersom

OF [ % 3z%
O(w,y)  \20%
inte dr symmetrisk ar F' inte konservativ.
Kvadraten bestar av fyra riata randkurvor

(* = ointressant)

Y
~
ls
<
64 Y A~ EQ
> > T
b

som parametriseras av

b r(t) = (¢,0) (0<t<1)
621 Tg(t) = (1,t) (0 <t< 1)
232 T‘3(t) = (—t, ].) (0 § t S 1)
Ly rat)=(0,—t) (0<t<1)

Pa de fyra kantlinjerna &r

ti: F(ri(t)) = (t2-0%,£*-0) = (0,0),

ly: F(ra(t)) = (122,13 - 1) = (t%,1),
dra(t) = (0, dt),

by F(rs(t) = (1) 12, (=1)* 1) = (2, —1),
drs(t) = (—dt,0),

by F(ra(t)) = (02 (=t)2,0% - (—t)) = (0,0).

Linjeintegralen runt kvadraten delar vi upp i fyra delar som svarar mot de fyra
kantlinjerna.

]{F dT—Z/F dr ={Pa ¥ty ochlyir F=0}

1
/ / / (t2,t) - (0,dt) + / (t?, —t3) - (—dt,0)
o L3 0
= [ tdt— | t®dit= l 2 —
/0 /0 2 }0



15.4.10 Vektorfiltet

F(z,y,2) = (azxy + 2) e, + 2° e, + (bx + 22) e

dr konservativt. Bestdm a och b, och bestdm &ven en potential till F'.

Berikna
/ F -dr,
c

dér C &r kurvan fran (1,1,0) till (0,0,3) som ligger pa skdrningskurvan mellan ytor-
na 2z +y + z = 3 och 922 + 9y* + 222 = 18 i oktanten z,y,z > 0.

Vektorfaltet F' ar konservativt endast om

OF * ar 1
8($,y72) b 0

ar symmetrisk. Detta ger direkt att « = 2 och b = 1. En potential ® till F
uppfyller

Vo = (g—(j g—j, g—f) = F(z,y,2) = 20y + 2z, 2%, 2 + 22)

& g—i =2zy + 2, (1)
& =7 @)
Z—f =+ 2z. (3)

Om vi integrerar upp (1), (2) och (3) fas

o= .’E2y +zz+ Cl(yaz)7
® = 22y + Oy(z, 2),
O =2z + 2%+ Cs(x,y).

Eftersom vénsterleden dr lika maste hogerleden vara lika, vilket ger

O =2’y + a2+ 2%+ C.

Eftersom vektorfiltet dr konservativt och vi vet dess potential kan vi strunta i
den komplicerade beskrivningen av kurvan C' och istéllet fa linjeintegralens virde
som differensen mellan potentialens véirde i kurvans tva dndpunkter,

/ F.dr =®(0,0,3) — ®(1,1,0) = 3> - 1% .1 = 8.
C

15.4.12 Bestdm arbetet som kraftfaltet
F =y cosz+2°) e, + (2ysinz —4) e, + (3z2° +2) e,

utfor nér en partikel flyttas langs kurvan & = arcsint, y = 1 — 2t och z = 3t — 1
(0<t<).

Vi undersoker forst om kraftfiltet dr konservativt. Jakobianen

2
oF * 2ycosx 3z
N — 2y cosx * 0
8(%% Z) 322 0 %

ar symmetrisk vilket ger att F' ar konservativ. En potential ® till F uppfyller

® 0P 0P
Vo = (g—x’ g_y’ 68_2) =F = (y*cosz + 2%, 2ysinx — 4, 3x2% + 2)
[ .
& %r =y?cosw + 23, (1)
P
_gy = 2ysinx — 4, (2)
0P
% :31'Z2+2, (3)



som efter integrering ger

® = y*sinx + x2° + C1(z,v),
® = y?sinx — 4y + Co(x, 2),
O = 12° 4 22 + Cy(x, y).

Alltsa maste potentialen vara
P =y’sine +z2° — 4y + 22+ C.

Kurvans éndpunkter ar

arcsin 0 0
r)=(1-2-01=11 |,
3-0—-1 -1
arcsin 1 /2
r(h)=(1-2-1| =1 -1
3-1-1 2

Arbetet som utfors ar

W:/F~dr:<I>(7r/2,71,2)7<13(0,1,71)
=(-1)sin 2+ 22° —4(-1)+2-2
—(1?-sin040-(-1)> —4-1+2-(-1))
=1+4r+4+4+4+2=47+15.

15.4.16 Beridkna de slutna linjeintegralerna

a)
b)

$ozdy
fcyda:

runt ellipsen 2?/a® + y?/b* = 1 moturs.

Fran integranden kan vi avldsa vektorfiltet F',

xdy =(0,z) - (dx,dy) = F - dr &= F(z,y) = (0,2).

Eftersom Jakobianen

e~ (0 o)

inte dr symmetrisk dr F inte konservativ.
Ellipsen har standardparametriseringen

T =a cost

y =bsint 0=<t<2m)

som genomloper ellipsen moturs nér ¢ gar fran 0 till 27. Med denna para-

metrisering har vi att

F(r(t)) = (0,acost)
dr

dr(t) = yn dt = (—a sint,b cost) dt

och linjeintegralen blir

2m
%F-dr:/ (0,acost) - (—asint,bcost)dt
c 0

2m ab 2m
= / ab cos’*tdt = e} / (14 cos2t)dt
0

0
b 2
= % [t—i— %sith}O = mab.



I detta fall &r vektorfiltet
F=(y,0)
som inte heller &r konservativt eftersom Jakobianen
o (0
d(x,y) 00
inte dr symmetrisk. Om vi ddremot betraktar vektorfiltet
G(z,y) -dr =xdy +ydx
sa dr G konservativ eftersom
(0
Oz,y) \1 0

ar symmetrisk. Alltsa har vi att

%xdy—l—yda::() & j{ydx:—?{mdyz—ﬂab.
c c c

15.4.22 Berikna

1 —ydzr+ xdy
2r Jo o 22+ y?

moturs runt cirkeln z2 + y2 = a2,

medurs runt kvadraten med hérnpunkter (-1, —1), (=1,1), (1,1) och (1, —1), och

moturs runt randen till omradet 1 < z2 + y2 <2ochy>0.

Vektorféltet F' i integranden far vi till

—ydx—i—wdyi( —y x

x2+y2 - m2+y27x2+y2
—y T

o Few = ().

(fE y) l'2 +y2 1'2 +y2

Jakobianen till F' &r symmetrisk
or 1 * —22 492
Oay) (24922 \—e?+y* o« )7

vilket betyder att F' dr konservativ dér den ar definierad, vilket i detta fall
ar hela planet minus origo.

)~(dx,dy):F~dr

Eftersom cirkeln 16per runt origo kan vi inte dra slutsatsen att den slutna
linjeintegralen &r noll.

Y

.
N

Vi parametriserar cirkeln

xr = cost
<t<
y =sint (O=t=<2m
och far da att
—sint cost
F(r(t :( , ): —sint, cost),
( ( )) cos?t + sin?t’ cos?t + sin’t ( )
d
dr(t) = d—: dt = (—sint, cost) dt.

Linjeintegralen blir

1 1 27
— ¢ F-dr= —/ (—sint,cost) - (—sint,cost) dt
2 C 21 0
1 27 1 27
=— (sin®t 4 cos’t) dt = — dt =1.
2 0 2 0



b)

Vi ritar upp kvadraten.

\
7

Y

A

Om vi ocksa ritar upp cirkeln fran a-uppgiften

a
/

~

sa ser vi att i omradet mellan kurvorna dr vektorfiltet konservativt, vilket
betyder att linjeintegralerna runt kvadraten och cirkeln har samma vérde

om det nu inte vore for att de har olika omloppsriktningar vilket ger dem
olika tecken. Alltsa ar

yﬁF-dr:—]{F-dr:—l.

Olikheten 1 < 22 + y? < 2 definierar omradet mellan de tva koncentriska
cirklarna z2 +y? = 1 och z2 +y? = 2. Olikheten y > 0 betyder att omradet
ar halvcirkelringen i 6vre halvplanet.

Y Y

4 ~

Y. £

Eftersom origo inte tillhér omradet innanfor den slutna kurvan dr F' kon-
servativ déar, och linjeintegralen ar

/F~dr:0.
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