Lektion 13, Flervariabelanalys den 15 februari 2000 Integration m.a.p. t av bada led ger

15.1.2 Skissera vektorfiltet t g t) t x(t
VL = / —Ldt= [log |x(t)\} = log |x(t)| — log|z(0)] = log| —=%
F(m,y) = zey + yey 0 .I(t) 0 LE(O)
t -
t t t
och bestém dess faltlinjer. HL = / 9®) gy [1og |y(t)|] = log [y(t)| — log [y(0)| = log &‘
o y(t) 0 y(0)
y(0)
oyt =2 a()
I varje punkt (z,y) har vektorfiltet en vektor med komponenter (x,y), d.v.s. z(0)
vektorn utgaende fran punkten ér lika med punktens ortsvektor. . .. .
Minustecknet kan forkastas eftersom y(0) = 4+y(0) ( # 0).
Y Féltlinjerna &ar alltsa réta linjer som gar genom origo.
\'\ / y, A Y
— ?J &? — - -
En kurva r = r(t) = (2(t),y(t)) &r en filtlinje till vektorfiltet om
7(t) #r parallell med F(r(t)) Om x = 0 eller y = 0 ger (1) att & = 0 respektive y = 0, vilket ger filtlinjer ldngs
y-axeln respektive z-axeln.
Detta villkor kan vi t.ex. formulera som Om z = 0 och y = 0 befinner vi oss i en singulér punkt dér vektorféltet har en
. nollvektor.
— () — 0
—F (r(t)) —| T

dar

Determinantvillkoret blir alltsa

@(t) ()
z(t) y(t)

Om vi antar att z,y # 0 da kan (1) skrivas

\—asy—xy—o. 1)

Ty
z oy



15.1.4 Skissera vektorfiltet

och bestdm dess faltlinjer.

F(z,y) = ey +sinzey

I varje punkt har vektorfiltet x-komponenten 1.
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Vektorfiltets y-komponent har beroendet sin z.

Sammanlagt har vektorfiltet
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En kurva v = r(t) = (2(t),y(t)) dr en filtlinje om
7(t) &r parallell med F(r(t)),
d.v.s. om
r(t ) (t
w00 |
1 sinz(t)

N f‘(t) N
—F(r@t)— |~
Vi integrerar bada led

vuafywﬁzyw—y@,

Yy =2 sinz.

HL = /Ot z(t)sinz(t) dt = [fcos :r(t)}; = —cosz(t) + cos z(0).

Alltsa dr faltlinjerna i formen

y=—coszx+ C.

15.1.10 Beskriv filtlinjerna till hastighetsfiltet

v(z,y,2) = ze, +yey — ze..

En kurva r(t) = (2(t),y(t), 2(t)) &r en filtlinje om

7(t) &r parallell med wv(r(t)).



Detta villkor kan formuleras som

7(t) = A(t) v(r(t))
& @) = A)2(t) (1)
y(t) = A(B) y(t) (2)
£(t) = A(t) 2(t) (3)
for nagon skaldrfunktion A(t). (1) och (3) ger att

som efter integrering ger

/0 () dt = 2(t) — 2(0),
B8 dt = —(t) + 2(0),

VL =
t
HL:/ -
0
< 2(t)

Ekvation (1) och (2) kan skrivas om till

—x(t) + z(0) + 2(0).

VL:/Ot%dt: [10g ()] = log Zf(—é))‘
HLz/Ot%dt: [log\y(tﬂr = log %’
& y(t) :i% x(t).

Stoppar vi in ¢t = 0 i formeln for y(¢) fas y(0) = +y(0) och dirfér maste minus-
tecknet forkastas. Alltsa ges filtlinjerna av kurvskaran

y=_Cruo,
z=—x+ Cy.

15.2.2 Undersok om vektorfiltet
F(z,y,2) = yes + zey + e,

ar konservativt, och bestam i sadant fall potentialen.

Vektorfiltet F' dr konservativt om det finns en potential ® s.a.

Vo — (afb 0P 00

gr YT YT _ 2
5n 5y 9:) = F@w 9 =(,3.2). ()

Ett nodvindigt villkor for att en potential ® ska existera ar att vektorfiltet F'
har en symmetrisk Jakobian. Vi har

OF, OF, OF;

dx 3 9z 0 1 0

oF —_ | 82 Qﬁé oFy | _ 1 0 0
8($ y Z) - ox oy Oz -

B OF; O0F3 OF3 0 0 2z

ox oy 0z

som #r symmetrisk. Vektorfiltet kan alltsa mojligtvis vara konservativt.
Integrerar vi upp 0®/0zx, 0P/dy och 0®/Jz i (*) fas

® =2y + Ci(y, 2),
& =2y + Ca(x, 2),
® =122+ Cs(z,y).
Dessa samband tillsammans visar att
D =uxy+ %z?’

ar en potential till F' som darmed &r konservativ.



15.2.4 Undersok om vektorfiltet

_ x Y
F(z,y,2) = 22 1 42 €x + 22 + 42 €y

ar konservativt, och bestim i sadant fall potentialen.

Det forsta testet vi ska utfora dr att undersoka om vektorfiltets Jakobian &r
symmetrisk. Uttryckt i F' = (Fy, Fy) blir detta villkor

or, _ o,
oy Oz
som i vart fall blir
VL,Q(L) T o T2y
Toy\a2+y2) T (224 42)2 (22 + 12)2’
0 Y y —2xy
HL= ——— | == - 20= —————.
8x($2 +y2) (22 +y?)? v (22 4 92)2
Vektorfiltet klarade alltsa testet. En potential ® till F' ska uppfylla

Vo = (g—jg—j) =F(zy) = (%W%W)

och i komponentform

0P x
PRt S
0P Y
T @)

Vi integrerar upp (1) med avseende pa x,

@:/ﬁdx:{3:x2+y2; ds =2xdx}

ds
=3 [ = 3logls| + Cy) = 3log(a” +v*) + C(y).

Detta insatt i (2) ger

0P i y
VL N=—=—2__ .29 +C'(y) = '
av (2) 0y g y+C'(y) x2+y2+ ()
y
HL 2) = ———
v @ =mp

vilket ger C’(y) = 0, d.v.s. C' = konstant som vi kan vilja till 0. En potential &r
alltsa

O(z,y,2) = 3log(a” +y7).

Notera att eftersom vektorfiltet inte &dr definierat i origo &r F konservativt
overallt utom i origo.

15.2.6 Undersok om vektorfiltet

2 2 2
F(z,y,2) =" TV (zze, + yze, + zye.)

dr konservativt, och bestdm i sadant fall potentialen.

Ett nédvandigt villkor for att F' ska vara konservativ ar att dess Jakobian

6F1 8F1 8F1
ox Oy Oz
aF an BFQ an

- ox oy 0z
O(z,y, 2) OF; OF; OFs

ox oy 0z

ar symmetrisk, d.v.s. att féljande samband &r uppfyllda

o oF,

e 1
Oy oz’ (1)
o 0F3

L _ 72 2
0z ox’ )
OF, OF,

B oy (3)



Vi kontrollerar,

vilket visar att F' inte &r konservativ.

15.2.10 Visa att vektorfaltet

2 2 2 2
Pl = et By (1727,
z z z

dr konservativt och bestdm dess potential.
Beskriv ekvipotentialytorna och bestam faltlinjerna till F'.

Vektorfiltet F' &r konservativt om det finns en potential ¢ s.a.

0P 0P 00
o= (L 22 27 =
v <8m78y’8z) ’
d.v.s.
o0 2 0w 3y 0v_ | atey
or  z' Oy =z dz 22

Vi integrerar upp (1) med avseende pa x,

2 2
@:/—Idarzx——kcl(y,z).
z z

Detta insatt i (2) ger

801_23/
0+ oy = %

som efter integrering m.a.p. y ger
2 2
Cily2) = [ Ly ="+ Cafo)

2 2
dvs. =" +L 4 C5(z). Stoppar vi slutligen in detta i (3) fas
z oz

22 y2—1 22 + g2
22 2 - 2

CQ(Z) - 22 - 2

= CQ(Z) =z+ 03.
En potential till F' &r alltsa (Cs3 vald till 0)

2 2
_|_
@:u—kz.
z

Ekvipotentialytorna ges av alla punkter (z,y, z) som uppfyller
O(z,y,2)=C
for ett fixt C, d.v.s.

x2+y2

+z=C & 2?4y + 22 =Cx

& 4y + (2 —C/2)% = (C/2)%

Ekvipotentialytorna dr alltsa sfiriska skal med mittpunkt i (0,0,C/2) och ra-

die C/2.
En féltlinje 7 = r(¢) = (x(¢),y(t), 2(t)) uppfyller villkoret

7(t) &r parallell med F(r(t))

som vi kan formulera som determinantvillkoret

Y z
2 2
2_‘73 2_y 1_Jc+y =0
z z 22
a b c

& Oz) =1



for alla vektorer (a, b, c¢). Kofaktorutveckling lings tredje raden ger

a2y 17;52_,_3/2 —-b 2z 17x2+y2 +c 2z 2y =0.
z 22 z 22 z z

Eftersom detta ska gilla for alla val av a, b och ¢ maste de tre minorerna vara
noll.

z 22
2 1mz+y2 - (1_952;92)_2337220
22
z oz
som efter forenkling ger ekvationerna
§(z* —a® —y?) = 2922 =0 (1)
i(2? —2? —y?) — 2022 =0 (2)
Ty —xy =0 (3)
Ekvation (3) ger
t_Y
r oy
och efter integrering (se uppgift 15.1.2)
y(t) = % x(t) = Cx(t).
Sétter vi in detta i (1) och (2) far vi

i(22 — 2% — C%2?) — 2222 =0 = —

2z (z/x)2—(1+C2).
Notera att variabeln z férekommer endast i kombinationerna z/x och Z/x. Om
vi dérfor provar att infora en ny variabel u = z/x far vi att

2T — 2T

’[’L: =

z z
2 T

SHE-T

T . T
—Uu— & =u+u-—
x T

SHRN

och ekvationen blir

. T uu
1 “(“Jr“;) i u? — (1+C2) Qui
= b7 2N — = = —
22z w?r—(1+C?) x

Vi integrerar bada led m.a.p. t,

\/Lf/0 ;dtf {log|x(t)\}0f10g

4
(

x(0)
HL/;%{SU2+(1+C2); ds = 2uu dt }
=- %:—log j((—é) = —log —u2+(D11+02)
—log 2/ +D(11+02)
N x Diz? - B Dozt

2(0) 22+ (1+C%)a?
& 22+ (1+C*2* =Dy

224 (1 + C?)a2

& 2+ (r—g D ))2=4( D3

(14 C? 1+ C?)
2
2 xr — Dg
& —— ] =1
z° + ( Ds >
Filtlinjerna kan alltsa skrivas i formen
y=Cu,
2 xTr — D3)2

) 9
z2° + ( Ds ,

d.v.s. filtlinjerna blir réita linjer nér de projiceras pa z,y-planet och ellipser nér
de projiceras pa z, z-planet.
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