LOSNINGAR TILL OVNINGSTENTA DISKRET MATEMATIK FOR
IT2 ht08

DEL 1

Var och en av nedanstidende uppgifter svarar mot en kontrollskrivning. Godként resultat pa en kontroll-
skrivning ger automatiskt full poing pa motsvarande uppgift. Att 16sa en uppgift som man pa detta sitt
redan har till godo ger inga extra poédng.

1. (3p) Bestim den minsta positiva resten som erhalls nir talet 53¢ delas med talet 37.

Losning: Vi anvidnder Fermats lilla sats. Eftersom 37 &r ett primtal och talet 37 inte delar talet 53
giller att
533771 =1 (mod 37).

Dérmed har vi omedelbart vart
SVAR: Talet 1.

2. (3p) Bestdm antalet bindra ord av ldngd 15 som innehaller precis 3 stycket ettor. Svaret skall ges i
formen av ett heltal.

Losning: Bland 15 mojliga positioner for ettorna i ordet skall tre positioner viljas. Detta kan ske pa
15 15-14-13
= - = . . 1 = 4
< 3> 1 2.3 5-7-13 95,
olika siitt.

SVAR: 455.

3. (3p) Gruppen (Z20, +) har ett antal delgrupper och en samling av olika sidoklasser till dessa del-
grupper. En av dessa sidoklasser innehaller precis fem element varav elementet 3 &r ett av dessa fem
element. Ange samtliga element i denna sidoklass.

Lésning: Gruppen (Zs, +) har precis en delgrupp med fem element namligen méangden
H =1{0,4,8,12,16}.

Sidoklassen
3+ H =1{3,7,11,15,19},

ar den sokta sidoklassen.

4. (3p) Den e-felsrittande koden C' har kontrollmatrisen (eng: (parity) check matrix)

g
01 01 0 1
H=|(1 01 1 0 1
0 01 011
(a) Bestdm e. (OBS: Glom ej att ge en kortfattad motivering!)

Losning: Kodens minimiavstand r tre eftersom, dels kolonnerna ir olika och dels bade nollor-
det 000000 och ordet 000111 (se nedan) tillhor koden C'. Koden kan da ritta hogst ett fel och
dirmed dre = 1.

SVAR: e = 1.



(b) Bestim ett ord & € C sédant att ¢ # 0.

Lésning: Ordet ¢ = 000111 tillhor koden eftersom summan av de tre sista kolonnerna i H dr
lika med nollkolonnen, eller ekvivalent:

0 0
8 01 01 01 8 0

H L= 1 0 1 1 1 L= 0
1 001 0 11 1 0
1 1

(c) Gar ordet 111001 att riitta.
Loésning: Da

1 1
1 01 01 01 1 0

H 0l = 1 01 1 01 0ol = 11,
0 001 011 0 0
1 1

vilket 4r den forsta kolonnen i matrisen H sa géller att om #ndrar vi ettan i ordets forsta position
till en nolla far vi ordet 011001 och

1 0

} 010101 } 0
H|,|=l101101 ol=101

0 001011 0 0

1 1

dvs ordet 011001 tillhér C och ligger pé avstandet ett fran det givna ordet.
SVAR: Ordet 111001 kunde réttas till ordet 011001.

5. (3p) Den planidra sammanhéngande grafen G har nio noder varav en har valensen (degree) tva, en
har valensen tre, en har valensen fem och resterande sex noder har valensen fyra. Bestim antalet
omraden som uppstar nir grafen ritas plant.

Losning: Vi bestimmer forst antalet kanter med hjélp av sambandet ) | ., 6(v) = 2|E|, dir V och
E betecknar mingden av noder respektive kanter och §(v) betecknar valensen hos noden v. Vi far

alltsa att
20E|=2+3+5+6-4=34,

sa antalet kanter dr 17. Nu anvinder vi Eulers formel v 4+ r = e 4 2 for planira grafer dir v, 7 och e
betecknar antalet noder, omraden resp kanter som uppstar vid en plan ritning av en planér graf:

r=e+2—-v=174+2-9=10.

SVAR: Antalet omraden ar 10.




DEL 11

6. (3p) Visa att 4™ — 3n — 1 dr delbart med talet 9 for alla naturliga tal n > 2.

Losning: Pastaendet sant for n = 2 ty 42 — 3 -2 — 1 = 9 som ju uppenbarligen ir delbart med nio.

Vi visar nu att implikationen
94" —3n—1 = 94" —3(n+1)-1
ar giltig for alla naturliga tal n > 2. Vi finner att
4"t _3(n+1)—1=4-4"-3(n+1) -1,
som om 4" — 3n — 1 = 9k ger att
4" _3(n4+1)—1=4-4"-3(n+1)—1 = 4(9k+3n+1)=3(n+1)—1 = 36k +9n = 9(4k+n),

dvs att 4"t — 3(n + 1) — 1 4r delbart med 9.

Enligt induktionsprincipen &r nu 4™ — 3n — 1 4r delbart med talet 9 for alla naturliga tal n > 2.

7. (5p) Man skall utse precis nio personer ur de tre midngderna A = {A;, Ao, ..., A¢}, B ={B1,Ba,...,Bs}
och C = {C1,Cy,...,Cs}. Mingderna #r disjunkta sa ingen person finns med i fler &n i en av
méngderna A, I3 och C.) Pa hur manga sitt kan detta ske om

(a) (1p) Inga restriktioner finns.

Losning: Av totalt 18 personer skall nio viljas Antalet sitt detta kan ske pa &r vart

SVAR:
18
9 )
(b) (2p) Minst en person fran varje méngd skall finnas med i urvalet.

Losning: Vi anvinder oss av inklusion exklusion och later A beteckna de urval dir ingen fran
A kommer med, B beteckna de urval dér ingen fran B kommer med och C beteckna de urval
ddr ingen fran C kommer med. Svaret ges da av

1
(98) —|[AUBUC],

dir formeln for inklusion exklusion ger att
[AUBUC|=|A|+|B|+|C| - (|JANnB|+|ANnC|+|BNC|)+|AnBNC].

Man ser omdelbartatt AN B=ANC=BNC=ANBNC = {och att

12
A1=181= 11 = (3.

(5) ()

Séledes far vi
SVAR



(c) (2p) Precis tre personer fran varje méngd skall ingd och hogst en person fran méngden { A,, By, C1}
far finnas med bland de nio utvalda personerna.

Losning: Vi gor en indelning i fall:
Fall 1: Ingen av A, By, C ingar och vi viljer tre av de 6vriga fem i varje grupp vilket gar pa

5\ 3
3 )
Fall 2: Precis en av Ay, By, C; ingar. Forst viljer vi vilken sen utser vi de 6vriga vilket enligt

multiplikationsprincipen gar pa
3 5 5 5
1 2 3 3

olika sétt. Summerar vi antalet mojligheter far vi

0000

8. (4p) Lat S5 beteckna mingden av permutationer pa en midngd med fem element. Bestéim en delgrupp
till S5 med 12 element.

olika sitt.

Losning: Vi anvinder att méingden av jimna permutationer i gruppen Sy bildar en delgrupp A4
till S4 och att denna delgrupp A4 innehéller precis 12 element. Vidare kan vi uppfatta S, some en
delgrupp till S5, ndmlgen de permutationer ¢ i S5 for vilka elementet 5 fixeras, dvs p(5) = 5.

SVAR De permutationer ¢ € Sy som &r jamna och sddana att ¢(5) = 5.

Anm. Det finns givetvis ménga andra delgrupper till S5 som har 12 element.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej nédvindigvis
ordagrant, dir de anvinds i beviset.

9. En felkorrigerande kod C siiges vara linjir om for varja par av ord ¢ och ¢’ som finns i C ocksa deras
skillnad ¢ — ¢’ tillhér C. Till varje linjér kod C' finns en kontrollmatris H sédan att C' = {c | HcT =
0} och omvint ir dr varje kod som definieras pa detta sitt med hjilp av en kontrollmatris en linjér
kod. (Detta dr information infor upppgifterna (a) och (b) nedan och du behdver inte visa att denna
information dr sann.)

(a) (2p) Visa att det inte finns ndgon 1-felsréttande linjar kod C' med 32 ord och som innehéller de
tre orden
c1 = 111100000, ¢, = 011001100, ¢3 = 100101010.

Losning: Da C' ir linjdr sa kommer varje linjirkombination
Arer + Agca + Ages
att tillhora C. T ex kommer ordet

c1 + ¢c2 + c3 = 000000110,

att tillhora C. Men eftersom nollordet tillhér C och ordet ovan har avstand tva till nollordet sa
skulle inte koden vara 1-felsriattande om detta ord tillhorde C.



(b) (2p) Undersok om en sadan kod C kan finnas om bara tva av de tre givna orden ovan skall
finnas med bland de 32 ordeni C.

Losning: Vi konstruerar en kontrollmatris H med 4 rader och 9 kolonner. Den 1-felsrittande
kod C' som denna matris di definierar kommer att ha 2°~% = 32 stycken ord. Matrisen H
kommer att besta av nio olika kolonner. Ordet ¢; finns med i C' precis da summan av de fyra
forsta kolonnerna blir noll, och en motsvarande reltion mellan andra kolonner skall gilla for att
ordet ¢y skall finnas med i C'. Lite trial and error ger f6ljande matris (observera att matrisens
kolonner ocksa maste vara olika):

000001111
1100 11011
101 011001
10 01 0 0O0O01

V hittade en kontrollmatris som ger en 1-felsréttande kod med 32 ord och som innehéller orden
c1 och ¢o. Sa svaret dr JA.

10. For grupper G; och G5 med gruppoperationerna o; respektive oo s definieras den direkta produkten
av dessa grupper som mingden

G1 x G2 ={(91,92) | 91 € G1, g2 € G2}

med gruppoperationen o definierad av

(91,92) © (h1, h2) = (g1 01 h1, g2 02 h2).

(a) (2p) Under vilka forutséttningar géller att om G; x G» dr en dndlig cyklisk grupp sa dr bade
(1 och G4 cykliska grupper.

Losning: (Vi skriver g1 o1 hy = g1h1 och gs 09 ho = gohs.) Vi visar att om G1 X G dr cyklisk
sé dr bade G; och G5 cykliska. Antag att G; X G ir cyklisk och 14t (g, h) vara en generator till
G1 X Go. Lat x och y vara godtyckliga element i G resp Go. D4 giller att (x,y) € G1 X Ga
och alltsg, eftersom (g, h) genererar G x G, att for niagot tal k

(z,y) = (g, h)" = (4", "),

vilket ger att z = g* och y = h*. Varje element = i G ir alltsd en potens z = g* av g och varje
element 3 i G ir en potens y = h* av h, dvs G #r cyklisk med generator g och G5 cyklisk
med generator Gs.

(b) (3p) Under vilka forutsittningar géller att om G och G dr dndliga cykliska grupper sé dr
G1 x G2 en cyklisk grupp.

Losning: Vi visar att G; x G5 ir en cyklisk grupp precis da antalet element i G; och G ir
relativt prima. Enligt forutsdttningarna dr G; cyklisk med en generator g och ordningen av g
dr lika med n = |G|, och G5 cyklisk med en generator h och ordningen av h &r lika med
Vi kommer att anvinda foljande sats

Sats. Ldt g vara ett element i en grupp G och antag att ordningen av g dr k. Da gdller att om
gt = e sd maste k delat talet t.

Bevis. Om g* = ¢ och vi delar t med k fér vi en rest 7 som &r mindre #n k: t = d - k + r, och

da skulle vi ha
ezgt:gd'k’”:(gk)d-gT d, _r r



men 7 < k och detta strider mot att ordningen av g var k, dvs k &r det minsta tal sddant att
k

g =e.
Antag sgd(n, m) = 1. Vi visar att da dr ordningen av (g, h) = n - m.
Om (g, h)* = (e, e) sa giller att g* = e och h¥ = e. Enligt satsen maste di n dela k och m

dela k och alltsa att mgm(n, m) delar k. Eftersom talen n och m ér relativt prima sa giller att
mgm(n, m) = nm och alltsé att n - m delar k.

Vi ser ocksa att

(g, )™ = ((g")™, (W™)") = (™€) = (e, e).
Det minsta heltal k sidant att (g, h)* =
(g, h) har ordning n - m om sgd(n m)
G1 x G9 har nm stycken element.)

(e, e) ir alltsd k = nm. Alltsé giller att elementet
= 1 och att G; x G2 genereras av (g, h) (eftersom

Antag nu att sgd(n,m) = D # 1. Da giller for varje element (g, h) i gruppen G x G5 att
(g, h)"™/P = (e, e), ty om talet D delar bade n och m si har vi att

m

(g.h)"™/P = (g™ B, g™ D)= (eD,eD) = (e,e).

Inget element i G; x G5 kan alltsa ha ordning nm, och G; x G5 kan da ej vara cyklisk.



