Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning i Diskret Matematik for CINTE, CL2 och Media 1, SF1610 och
5B1118, tisdagen den 21 oktober 2008, kl 08.00-13.00.

Examinator: Olof Heden.
Hjilpmedel: Inga hjilpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgrinser: (Totalsumma poédng &r 36p.)

12 poing totalt eller mer ger minst omdomet
15 poing totalt eller mer ger minst betyget
18 poing totalt eller mer ger minst betyget
22 poéng totalt eller mer ger minst betyget
28 poing totalt eller mer ger minst betyget
32 poing totalt eller mer ger minst betyget
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Generellt giller att for full podng krévs korrekta och vil presenterade resonemang.

DEL I

Var och en av nedanstidende uppgifter svarar mot en kontrollskrivning. Godként resultat pa en kontroll-
skrivning ger automatiskt full poing pa motsvarande uppgift. Att 16sa en uppgift som man pa detta sitt
redan har till godo ger inga extra poing.

1. (3p) Los ekvationen 142 = 17 i ringen Zo7.

Losning: I ringen Zo; giller att 2 - 14 = 1 eftersom 2 - 14 = 28 = 1 (mod 27). S& multiplicera
bigge leden i ekvationen med 2 och vi fir, emedan 2 - 17 = 34 = 7 (mod 27), att

4r =17 & 2-142=2-17 & x=17.

Svarz = 7.

2. (3p) En skola med 30 flickor, 40 pojkar och 10 lidrare skall utse en arbetsgrupp bestaende av fyra
pojkar, fyra flickor och tre ldrare. P4 hur manga sitt kan detta ske om ldrana herr A och fru B inte
kan vara med i samma arbetsgrupp.

Liosning: De fyra flickorna kan viljas pa (%) olika sitt, de fyra pojkarna kan viljas pa (%) olika siitt
och tre ldrare kan viljas pa (130) olika sitt. Vissa ldrarkombinationer far ju inte forekomma. Antalet
otillatna ldrarkombinationer ges av de kombinationer nér herr A och fru B bada ingar i gruppen och
en Ovrig ldrare viljs bland de atta resterande ldrarna vilket kan goras pa (?) olika sétt. Antalet sitt att
vilja lararna pa ar alltsa () — (3).
Multiplikationsprincipen ger nu vart

svar (%) ()((5) = ())-



3. (3p) Vilket ér det minsta antal element en grupp G maste ha om G skall ha en delgrupp H; med 2
element, en delgrupp H> med 4 element och en delgrupp H3 med 5 element. Ge ocksa ett exempel
pa en sadan grupp G.

Losning: Enligt Lagranges sats delar antalet element i en delgrupp H till en grupp G antalet element
i gruppen G dvs
[H| |G-

Antalet element i G maste alltsa delas av talen 2, 4, och 5, dvs
20 | |G].
Med G = (Z0, +) har vi en grupp med 20 element, (som har delgrupperna

Hl = {0310}’ H2 = {075710715}) H3 = {074a8512a 16})

Svar Minsta antalet element &r 20 och (Z, +) &r exempel pa en grupp med de givna egenskaperna.

4. (3p) Konstruera ett RSA-krypto, dvs ange parametrar n, e och d. Dekryptera ddrefter meddelandet
2, dvs bestim D(2).

Losning: Vi later n = 3 - 5, ty kravet pa n &r att n skall vara en produkt av olika primtal. Da blir
m = (3—1)(5—1) = 8. Av e och d krévs att e - d = 1 iringen Z,,, och vi kan vilja e = 3 och
d = 3. Regeln for dekryptering ger att

D(2) =2% (mod n)=2% (mod 15) = 8.

Svar Till exempel n = 15, ¢ = 3,d = 3 och D(2) = 8.

5. (3p) For vilka vérden pa talet n har den kompletta grafen K,, en Eulerkrets.

Losning: En graf G har en Eulerkrets precis dd G dr sammanhingande och alla noder i G har en
jamn valens. Den kompletta grafen K, &r sammanhingande och det géar en kant fran var och en av
de n noderna till grafens 6vriga n — 1 noder. Detta ger att valensen hos varje nod i K, &r n — 1. Sa
precis nér talet n — 1 dr ett jimnt tal sa har K, en Eulerkrets.

Svar Svar nir n dr ett udda tal.

DEL II

6. (3p) Visa att det inte finns nagot tridd med 30 noder varav tretton noder har valens 1, tolv noder har
valens 2 och fem noder har valens 3.

Losning: Vi beridknar forst antalet kanter |E| i grafen genom att berdkna summan av alla valenser
och sedan dela med tva.

1 1
|E\:5(13-14—12-24—5-3):552:26.

I varje tridd géller att antalet kanter #r ett mindre #n antalet noder. Det kan alltsa inte finnas nagot trid
med 30 noder och 26 kanter och vart bevis &r klart.

7.Lat o = (1 2 3 45 6)ochy = (7 8 9 10) vara permutationer av elementen i méingden
{1,2,3,...,10}



(a) (1p) Bestim tva naturliga tal n och m sadana att permutationen ¢"1)™ har ordning 3.

Lésning: Vi minns att ordningen av en permutation #r minsta gemensamma multipeln av
lingden av permutationens cykler, under forutsittning att cyklerna ér disjunkta, (inte innehéller
nagra gemensamma element).

Vi observerar forst att
©*=(135)(246) och ' =id

D4 ? ir en produkt av tva 3-cykler si har 2 ordning 3. Permutationen v* har ordning 1.
Alltsa giller att permutation ¢?1)* har ordning 3.
Svar Till exempel n = 2 och m = 4.

(b) (2p) Bestdm samtliga naturliga tal n och m sadana att permutationen ™™ har ordning 6.

Lésning: Vi anvinder att en permutations ordning 4r minsta gemensamma multiplen av lingderna
av de cykler som uppstar nir man skriver permuationen som en produkt av disjunkta cykler.

Vi listar upp de olika cykler som uppstar hos ¢™ och 1™ for olika virden pa n och m:

n=0 (mod6) = ¢"=(1)(2)(3)4)(5)6)
n=1 (mod6) = ¢"=(123456)
n=2 (mod6) = ¢"=(135)(246)
n=3 (mod6) = ¢"=(14)(25)(36) ’
n=4 (mod6) = ¢"=(153)(264)
n=5 (mod6) = ¢"=(165432)
resp
m=0 (mod4) = ¢ =(7)(8)(9)(10)
m=1 (mod4) = ™ =(78910)
m=2 (mod4) = ¢™ =(79)(810)
m=3 (mod4) = ¢™=(71098)
Vi ser att minsta gemensamma multiplen hos lingderna hos de disjunkta cyklerna av "¢™
blir 6 nér
Fall1: n =1 (mod 6) ellern =5 (mod 6) ochm =2 (mod 4) eller m =0 (mod 4).
eller

Fall2: n =2 (mod 6) ellern =4 (mod 6) ochm =2 (mod 4).

Detta kan ocksa sammanfattas i ett

Svar Om m = 2 (mod 4) och n ger ndgon av resterna 1, 2, 4 eller 5 vid division med 6, eller
om m ér delbart med 4 sd skall n = 1 (mod 6) ellern =5 (mod 6).

(c) (1p) Beskriv samtliga naturliga tal n och m sadana att permutationen ™™ #r en jimmn
permutation.

Losning:En produkt av tva permutationer v = ¢ och § = ™ idr en jamn permutation om och
endast om antingen bade ~ och § &r jamna permutationer eller bada ir udda permutationer.

Eftersom ¢ &r en cykel av jamn lidngd sa dr ¢ en udda permutation och likadant for ¢. Sa for
att ™9™ skall vara en jammn permutation krévs att antingen dr bada talen n och m udda tal
eller sa dr bade n och m jdmna tal, eller ekvivalent

Svar n = m (mod 2).

8. (4p) Lat n = 2°31058 och 14t m = 8000 - 1377. Bestim antalet positiva heltal ¢ som delar bade n
och m.



Losning: Vi soker gemensamma primfaktorer till talen n och m, och eftersom vi vet primfaktori-
seringen av n ir detta inte nagot storre bekymmer. Vi far med rikningar exempelvis som nedan,
primfaktoriseringen av m till

m =8000-1377 =16 -500-9-153 =16-4-125-9-9-17=2°.53.3%.17.
Fran talens primfaktorisering ser vi att den storsta gemensamma delaren till talen n och m &r
D=2°.3%.5%

Alla gemensamma delare till n och m delar den storsta gemensamma delaren D och alla delare till
den storsta gemnsamma delaren D delar bade n och m. Vidare har vi att

d|D — d=2%-3".5° dir 0<a<5, 0<b<4, 0<c¢<3.

Det finns alltsd 6 olika anvindbara val av talet a, 5 val av b och 4 val av talet c. Totalt enligt multi-
plikationsprincipen

Svar Totalt 6 - 5 - 4 = 120 olika positiva gemensamma delare.

DEL III

Om du i denna del anvinder eller hinvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej nédvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.

9. Lat C vara en 1-felsrittande kod som erhélles pa sedvanligt sétt ur en kontrollmatris H. Koden C
innehéller bland annat orden 11111100000 och 11100001100.

(a) (1p) Bestdam det storsta antalet ord koden C' kan ha.

Losning: Ordléngden ér lika med 11, sé antalet kolonner i kodens kontrollmatris H dr 11. Antal
ord koden har dr 21~ dir m #r antalet rader i H. Sé flest ord fr vi nir vi har ett minimalt
antal rader. For att H skall vara en kontrollmtaris till en 1-felsrittande kod maste matrisens
kolonner vara olika och ingen kolonn far vara lika med nollkolonnen. Det finns bara sju olika
mojliga sddana kolonner om antalet rader &r tre, men med fyra rader kan vi vilja bland 15 olika
kolonner som inte dr nollkolonnen. Dessutom skall gilla, eftersom de givna orden skall tillhora
koden, att

H(111111000007=0000)" och H(11100001100)" =(0000)7,

dvs summan av de sex forsta kolonnerna skall vara nollkolonnen och summan av de tre forsta
kolonnerna och kolonn 8 och 9 skall vara nollkolonnen. Lite trial and error ger matrisen

oo o
SO~ O
o= O O
_= O O O
SO ==
= =0 O
— ==
— == O
—_o o -
O = = O
SO~ R~ R

som uppfyller alla de givna kraven.
Svar Maximalt antal ord ir 2'1—% = 27 = 128.

(b) (2p) Bestdm det minsta antalet ord koden C' kan ha och beskriv samtliga koder C' som har detta
minsta antal ord.

Losning: Antalet ord i en kod med en kontrollmatris dr 2"~ ddr n 4r antalet kolonner och m
antalet rader, dessutom s tillhor alltid nollordet C eftersom H0T = 07 fir alla kontrollmatriser



H. Om koden innehaller de givna tva orden samt nollordet sa maste koden innehélla minst fyra
ord, och motsvarande kontrollmatris precis m = 9 rader. Vi bygger nu ut matrisen ovan med
ytterligare fem rader:

10001010101
01001011011
00100111011
00010111100

H=|0000110000 0|,
00000010000
000000GO0T1T10 0
000000O0O0O0T10

00 0000O00GO0O0 1|

sa att de givna orden fortfarande tillhor koden. (Egentligen krivs ocksa att ingen icketrivial
linjirkombination av raderna blir nollraden, vilket ju matrisen ovan uppfyller.)

Svar Fyra ord.

(c) (2p) For vilkatal £ finns en kod C' med £ stycken ord och som uppfyller de givna forutséttningarna
ovan.

Losning: Eftersom koden skall gé att beskriva med hjilp av en kontrollmatris kommer antalet
ord att var en potens av tva, 2"~ ", dir n dr antalet kolonner och m antalet rader. Om vi i
kontrollmatrisen H ovan tar bort en godtycklig delmingd av de rader som é&r under linjen far
vi en kontrollmatris som uppfyller alla férutsittningar. Antalet ord i koden blir da 21~ diir r
ar antalet kvarvarande rader i H (inklusive de ovanfor linjen). Antalet mojliga ord i koden &r
alltsa, med olika val av r,

Svar4 (r = 9),8 (r = 8), 16 (r = 7), 32 (r = 6), 64 (r = 5) eller 128 (r = 4).

10. Lat F(A, B) beteckna mingden av alla funktioner frdn médngden A till méngden B, och lit S(A, B)
beteckna mingden av alla surjektioner av A pa B. Lat n = |A| och m = |B).

(a) (1p) Det finns precis ett virde pa m for vilket 7 (A, B) = S(A, B) for alla méngder A. Bestdm
detta vérde pa m.

Losning: Om B bara innehéller ett element som maste detta vara det enda funktionsvérdet och
alla element i B kommer att vara ett funktionsvirde. Da &r alla funktioner ocksa surjektioner.

Svarm =1

(b) (1p) Bestim kvoten
|S({1,2,3,4}, {a, b})|
|7 ({1,2,3,4},{a, b})]

Losning: Antalet funktioner fran A till B kommer att vara 2* = 16 eftersom det till vart och ett
av de fyra elmenten i definitionsméngden A finns tva mojliga funktionsvirden a eller b. Alltsa
giller att

|F({1,2,3,4}, {a,b})| = 2*.

Om en funktion till den givna mingden B inte dr en surjektion s kommer antingen alla funk-
tionsvirden att vara a eller alla funktionsvirden att vara b. Det dr alltsa precis tva funktioner
som inte dr surjektioner, och darmed

IS({1,2,3,4}, {a,b})| = 2* — 2.

Svar (16 — 2)/16 dvs 7/8.



(¢) (3p) Undersok om det till varje virde pa talet m finns ett tal n sddant att

[S(A, B)|

F(AB)

1
5"

Losning: Idén dr att visa att for varje naturligt tal m finns ett tal n sddant att mindre 4n hélften
av alla funktioner fran A till B inte ir surjektioner.

Lat B = {by,bs,...,by,} ochlat A; vara midngden av funktioner for vilka b, inte &r ett funk-
tionsvirde:
A, ={feF(AB)| f(z)#b; foralla ze A}.

Da giiller att médngden av funktioner som inte 4r surjektioner finns i unionen av miangderna A,
As, ..., A, och alltsé att

S(A,B)=F(A,B)\ (A1 UAU...UA,).

Men
[Ay U A U. . U A, | <|A1]+ A2+ ...+ |An]

och for varje 1 < ¢ < m giller att
|As| = (m —1)",

eftersom mingden A; bestar av samtliga funktioner fran mingden A, som har n element, till
mingden B\ {b;}, med m — 1 element. Detta ger nu att

S(A,B)| _ |F(A,B)\ (AL UA,U...UA)| _ m" —m-(m—1)"

= > = l—m-(l—l)”.
|7 (A, B)| |7 (A, B)| - mm m

Men talet (1 — 1/m) 4r strikt mindre &n talet 1 och da géller att (1 — 1/m)™ kan bli hur litet
som helst bara n #r tillréickligt stort, och s litet sé att (1 — 1/m)" < 7 och dérmed
1 m 1
lem-(1— =) >1- & ==
m( m) - 2m 2
(Detta resonemang rdcker for full podng).

Svar Ja, i varje fallom n > (In2 4+ Inm)/(Inm — In (m — 1)) s kommer den givna kvoten
att var minst 1/2.



