Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nagra évningar infér lappskrivning nummer 5, Diskret matematik for

D2 och F, vt08.

1. Beridkna Stirlingtalet S(6,4).

Losning Vi anvénder att S(n, k) = S(n — 1,k — 1) + kS(n — 1, k) samt att S(n,1) =1 och

S(n,n) =1 och finner

S(6,4) = S(5,3) +4S(5,4),
S(5,4) = S(4,3)+45(4,4),
S(5,3) = S(5,2) +35(4,3)
S(4,3) = S5(3,2)+35(3,3)
S(5,2) = S(4,1)+25(4,2)
S(4,2) = S(3,1)+25(3,2)
S5(3,2) = S(2,1)+25(2,2)
Utnyttjar vi nu att S(n,1) =1 och S(n,n) =1 sa far vi
$(3,2) = 1+2 = 3,
S(4,2) = 1423 = 7,
S(5,2) = 1+42-7 = 15,
S(4,3) = 3+3-1 = 6
S(5,3) = 15+3.6 = 33,
S(5,4) = 6+4-1 = 10,
S(6,4) = 33+4-10 = 73.

2. Bestam antalet sétt att fordela 6 olika hundar och 6 olika katter bland fyra familjer sa att

varje familj far minst en hund och minst en katt.

Lésning Dela in hundarna i fyra icketomma hogar vilket gar pa S(6,4) = 73 olika siitt. Sen
far familjerna i turordning vilja en av hégarna vilket gar pa 4! = 24 olika sétt. Sedan utfors
samma operation pa katterna. Multiplikationsprincipen ger nu svaret

SVAR: (S(6,4)41)2 = (73 - 24)% = 3069504.

3. Skriv nedanstaende permutation som en produkt av disjunkta cykler:
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Losning (1) = 2, ¢(2) = 3, ¢(3) = 7 och ¢(7)
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1 ger en av cyklerna (1 2 3 7). Vidare

©(4) =5, p(5) = 6 och ¢(6) = 4 vilket ger den andra cykeln (4 5 6). Sa

SVAR: (1237)(456).

4. Skriv som en produkt av disjunkta cykler

W= (132)(234)(467)(45).

Losning Vi betraktar v som en sammanséttning av fyra permutationer
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g (1234567
>"\1 2365 74)

b (1234567

7134256 7)

b (1284567

*T\3 12456 7))
Sammanséttningen av dessa permutationer enligt ¥ (i) = 14(¢3(121)(7))) blir da permuta-
tionen med tablan

(1234567

“\3 2 45 6 7 1)

Som ovan far vi da
SVAR: ) =(134567).

Bestdm ordningen av permutationen 1 ovan.

Losning Ordningen pa en permutation ¢ blir minsta gemensamma multipeln av lingderna
av permutationens disjunkta cykler. Alltsa

SVAR: 6.

Ar permutationen 1 ovan udda eller jimn?

Lo6sning Permutationen v dr en produkt av tre jamna permutationer och en udda permu-
tation och &r darfér en udda permutation.

Lat v = (124)(3567) ochd = (143)(2576). Bestdm en permutation 3 sadan att

v =189 eller visa att en sddan permutation inte finns.

Losning Vi placerar permutationerna ovanfér varandra i en tabla att att cykler av samma
lingd hamnar precis ovanfor varandra och sa att -y &r 6verst. Tablan blir da permutations-
tablan for den sokta permutationen 1):

eller hyfsat
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med ett svar som pa cykelform ar

SVAR: ¢ =(243)(67).

Lat v och § vara som ovan. Bestdm en permutation x sadan att v = x.
Losning Vi far att, med rakningar som i uppgift 5, att

x=~0""=(124)(3567)(134)(2675)= (154276 3).

(a) Visa att om 1 #ir en udda permutation sa saknar ekvationen x? = 1) losningar.

Loésning Om x kan skrivs som en produkt av ¢ transpositioner 7y, vs, ..., 7 enligt
nedan

xr = ")/1")/2...’)/25,
sé kan 22 skrivas som en produkt av ett jimnt antal transpositioner, namligen 2t trans-
positioner

2 = Y12V s V1Y2- Tt
och &r déarfor jamn.



(b) Om 4 #r en jimn permutation #r da alltid ekvationen 22 = 1) 16sbar?

Losning Vi visar att d#ven om v dr jimn behover inte ekvationen x? = v vara losbar.
Betrakta permutationen 1 = (1 2)(3 4 5 6) pa méngden M = {1,2,3,4,5,6}. Da

¢ =(12)36)(35)(34),

sd #r 1 en jimn permutation. Antag nu att permutationen x #r sidan att 22 = 1.
Eftersom ¢* = id sa géller da att 28 = id. Niista steg i vart bevis #r att visa att 2 har
ordning 8 dvs k = 8 #r det minsta naturliga tal k sadant att 2* = id.

Forst har vi att
x? =) #id, z* = = (35)(46) £ id.
Om 27 = id skulle, d& 28 dr lika med id,

7 8 7

=z = a” ()T 8

= 8. (3371)7

= id = x.

Vidare, om 2% = id skulle (23)® = id® = id och da skulle 2° = 28 och ddrmed x = id.
Pa samma sétt kan vi utesluta alla andra mojligheter for ordningen av x &n att x &r av
ordning 8.

Om en permutation z av M = {1,2,3,4,5,6} skall ha ordning 8, och dr av typen
[1711 2n2 3713 4n4 5n5 6”6},
sa maste
n3:0, n5=O, ?’LGZO,

eftersom ordningen av en permutation dr minsta gemensamma multipeln av ldngden
av de dsijunkta cykler som beskriver permutationen. Inte heller nagon permutation av

typen
[177,1 2712 477,4]

har ordning 8.



