Matematiska Institutionen
KTH

Losning till nagra 6vningar infor lappskrivning nummer 4, Diskret matematik for D2
och F, vt08.

1. 20 identiska bollar skall delas ut till fem flickor och fem pojkar. Pa hur manga olika sétt kan
detta ske om

(a) varje barn skall fa minst en boll.

(b) pojkarna far dela pa 10 bollar och flickorna pa 10 bollar.

Lésning a) Vi betraktar 20 identiska objekt som skall placeras i 10 olika lador. Enligt
viilkéinda sammanhang kan utdelning ske pa

10+10-1) (19
10-—1 S \9 )’
olika séatt.

b)
Op 1: Dela ut 10 bollar till de fem flickorna. Antal sétt &r

I 100+5-1\ (14
TUs-1 )4 )
Op 2. Dela ut 10 bollar till pojkarna. Gar pa lika manga sétt, sa
_(10+5-1\ (14
= s-1 )T \a)
Totala antalet sdatt blir produkten av dessa tal och ddrmed
14\ 2
SVAR: (4) .

2. 15 likadana bullar och 17 likadana kakor skall férdelas bland sju barn. Pa hur manga sétt
kan detta ske om

(a) varje barn far minst en av varje sort.

(b) inget barn far fler &n fem av varje sort.

Lésning a) Op 1. Dela ut en bulle och en kaka till alla barn. Antal mojligheter &r da

n1:1.

Op 2. Fordela atta bullar bland de sju barnen vilket gar pa
o — 8+7-1\ (14
m U 7-1 ) \s6
olika sétt.

Op 2. Dela ut 10 kakor, vilket gar pa

Lo (W0+T=1) (16
37\ 7-1 ) \s



olika sétt.

Totala antalet sitt att dela ut kakorna pa ar da
14\ /16
6 6 )’

b) Vi anvénder oss av inklusion exklusion. Lat A; vara de utdelningar av bullar dir barn
nummer 4, for ¢ = 1,2,...,7 far minst sex av bullar. Da géller att, om vi later barn nummer
i fa sex bullar och sedan delar ut resterande 9 bullar att

9+7-1 15
Al = = i =1,2,3,4 .
| 'Z| < 7_1 ) <6) 1 ) 737 757677

3+7-1 9 . .
|Ai1ﬂAi2|:< 7.1 ):(6>, i1 # is.

Det intréffa aldrig att tre barn far minst sex bullar. Alltsa med restriktionen att inga barn
far fler &n fem bullar blir antalet mojliga bullutdelningar lika med

n= (50 () ()6)

Med liknande argument far vi atta antalet kakutdelningar blir

= ()7 () () G)
()7 () C)E)- (&) () C) )

. Hur méanga ord kan man bilda med hjélp av bokstdverna AGDABE om B:et inte far sta
precis efter G:et, D:et inte far sta precis efter B:et och A:na inte far sta bredvid varandra.

vilket ar svaret.

Pa samma sitt att

Sa

Losning: Om vi bortser fran otillatna ord finns totalt (2’1’?171) = 360 antal ord. Fran detta
antal skall vi dra ifran antalet otillatna ord. Lat X beteckna de ord som innehaller ett B
precis efter ett G, Y beteckna méngden ord som innehaller precis ett D precis efter ett B och
Z de ord som innehaller tva A:n precis bredvid varandra. Vi kommer att anviinda principen

om inklusion och exklusion.

For att berdkna antalet ord i médngden X ténker vi oss bokstéverna som bokstavsklossar dér
bokstédverna G och B klistras ihop till en bokstav GB. Da har vi bokstidverna A,A GB,DE
att anvidnda och vi finner att
5
X| = = 60.
= (500) =

5
Y| = ( ) =60, |Z|=5!=120.

Pa samma sitt far vi

2,1,1,1

7 ) )

Nér vi bestdmmer | X NY| klistrar vi ihop G, B och D till klossen GBD och far da klossarna

A,A,GBD,E och att
4
XnY|= =12.
xvi=(y1,)



Pa samma sitt
IXNZ|=4!=24, Y NZ| =4 =24, IXNYNZ =3=6.

Sa
SVAR: 360 — 60 — 60 — 120+ 12424 4+ 24 — 6 = 174.

. Sju roda, fem gula och tre vita klossar skall man anvinda for att bygga torn av. Pa hur
manga sitt kan detta ske om

(a) man skall bygga ett torn med hojden 15.
(b) man skall bygga tre torn alla med h&jd fem.

(c) man skall bygga precis tre torn.

Losning (a): Vi skall ur de 15 olika positionerna i héjdled, vilja ut sju positioner till de réda
klossarna, fem till de gula klossarna och tre positioner i héjdled till de vita klossarna. Vi skall
alltsa ur en méngd med 15 element vilja ut tre etiketterade delméingder med etiketterna rod,
gul resp vit vardera med 7, 5 resp 3 element. Antalet mojliga sétt detta kan ske pa &r

SVAR: (7}553).

Lésning (b): Placera tornen du bygger bredvid varandra. Sedan tar du och stéller tornen
ovan pa varandra i en av dig vald ordning. Varje sétt att bygga tre torn pa svarar da entydigt
mot precis ett torn av hojd 15, sa svaret pa denna deluppgift blir precis detsamma som pa
deluppgift (a), dvs

SVAR: (7}553).

Lésning (b): Gor som i uppgift (b) bygg tornen bredvid varandra och stéll sedan dessa
ovanpa varandra men ldgg en markor t ex ett papper mellan de olika tornen nér du stéller
dem ovanpa varandra. Varje tornuppstillning svarar da entydigt mot precis ett torn av héjd
15 forsett med tva markorer pa tva olika hojder. Om klossarna har héjden t ex 1 dm sa
hamnar markorerna pa tva olika hojder av de mojliga hojderna 1 dm , 2 dm , 3 dm, ..., 14
dm. Sa

Op 1. Bygg ett torn av héjd 15. Antal mgjliga sadana ar n; = (7‘1553).

Op 2. Placera ut tva markorer. Antal sidtt ar ny = (124).

Enligt multiplikationsprincipen har vi da svaret

SVAR :
15 14
7,5,3 2 )

. Sju flickor och nio pojkar skola delas in i grupper, varje barn i precis en grupp. Pa hur manga
siatt kan detta ske om

(a) en grupp bestar av 3 flickor och 3 pojkar, en grupp bestar av 2 flickor och 4 pojkar
samt en grupp bestar av 2 flickor och 2 pojkar.

(b) tva av grupperna bestéar av 2 flickor och 2 pojkar.

Losning (a): Vi kan etikettera grupperna. Grupp (3,3) bestar av 3 pojkar och 3 flickor,
grupp (2, 4) bestar av 2 flickor och 4 pojkar och grupp (2,2) bestar av 2 flickor och 2 pojkar.
Antalet sitt att utse flickor och pojkar till grupperna ges da av multinomialkoefficienter.

T ) olika sétt.

Op 1: Utse flickorna pa n1 = (55,



Op 2: Utse pojkarna pa ny = ( olika séitt.

i2)
3,4,2
Enligt multiplikationsprincipen blir totala antalet sdtt att utse grupper
(T 9
SVAR: (3,2,2) : (3,4,2)

Lésning (b): Vi utgar ifran att fortfarande skall man vélja tre grupper. Med samma eti-
kettering som ovan far nu tva grupper samma etikett (2,2). Om vi etiketterar dessa med
(2,2, A) resp (2,2, B) skulle antalet mojliga sétt att utse dessa grupper vara

7 9
3,2,2 5,2,2)"

For varje val av tva grupper med vardera 2 flickor och 2 pojkar finns det 2! olika sétt att
sitta ut etiketter s4 om svaret pa fragan &r talet = sa skulle

7 9
9l = : .
v (3,272) (572,2)
1/ 7 9
Tr = — . .
21\3,2,2) "\5,2,2

. Hur manga ord av lingd nio kan man bilda med hjélp av bokstéiverna i ordet TALLAFALL,
samt hur manga mojliga ord kan man bilda om bokstaven L varken far sta forst eller sist
och bokstaven I varken pa plats nummer 4 eller 6.

Vi har alltsa
SVAR:

Losning : Vi anvinder principen om inklusion exklusion. Lat A; beteckna méngden av ord
med ett L i posiiton 1, Ag méingden av ord med ett L i position 9, A4 méngden av ord med
ett 11 position 4 och Ag méingden av ord med ett I i position 6.

Totala antalet ord, om vi medriknar otillatna ord, ar

9
4,3,1,1)°

eftersom vi skall vilja fyra postioner av nio till bokstaven L, tre positioner till bokstaven A
etc. De otillatna orden finns samtliga i méngderna A, A4, Ag och Ag, s svaret ges av talet

9
— A UAL U Ag U Ag].

(473,1,1> A1V A4 U As U Ao
Enligt formeln for inklusion exklusion kan vi bestdmma antalet element i unionen, men
hjdlpa av information om antalet element i alla mojliga snitt av méngderna A,, A4, Ag och
Ag. Detta ar tdmligen lédtt att berdkna, t ex for att bestdmma A; N A4 placerar vi forst ut

ett L i position 1 och sedan ett I i position 4. Aterstar da att till sju positioner placera ut
bokstiaverna L, L, L, F, A, A, A, sa

7
410 Ay = (3,1,3>'

Vi far med samma sitt att tinka

8 8
A= (3,3,1,1)’ A=l (4,3,1)’

7

AN Ag| =
410 Ao (2,3,1,1

)a |A4ﬂA6‘:O,



7
|A1 ﬂA4| = |A10A6| = |A90A4| = |A10A6| = (3 3 1),

6
A1 N AN Ag| =49 N AL N Agl =0, [A1 N AN Ag| = [A1 N Ag N Ag| = (2 3 1)’

|A1 N AyN Ag N Ag| = 0.
Med hjélp av formeln for inklusion exklusion far vi nu
SVAR:

9 8 8 7 7 6
<4,3,1,1> 2<3,3,1,1> 2(4,3,1) + <2,3,1,1> +4<3,3,1> 2(2,3,1)'

. Nio pojkar och atta flickor skola stélla sig pa ett led. Pa hur manga sétt kan detta ske om

(a) mellan var pojke skall sta precis en flicka.

(b) mellan varje pojke skall sta hogst en flicka.

Lésning (a): Op 1: Stéll pojkarna pa ett led. Antal mdjligheter dr nq = 9!
Op 2: Stall flickorna pa ett led. Antal mojligheter &r ny = 8!.
Op 3: Placera in flickorna i den ordning de star mellan pojkarna. Antal mojligheter &r ny = 1.

Enligt multiplikationsprincipen har vi
SVAR: 9! - 8!

Lésning (b): Gor som i uppgift (a) men nagra av flickorna skall sta fére pojkarna och nagra
efter. Om ¢ flickor skall sta fore och j flickor efter sa skall 8 — (i + j) flickor placeras in mellan
de 9 pojkarna. Vi skall alltsa bland de atta mellanrummen vilja ut 8 — (7 + j) stycken till
flickor. Detta kan ske pa
8
"4‘<8ij)

olika sétt. Vi far alltsa en méngd olika fall. Lat F; ; beteckna antalet majligheter nér 4 flickor
star fore och j flickor efter. Da géller att

8
F,; =98l ,
’ (Sij>

och att svaret ges av summan av alla mojligheter i allafall, dvs
> Fu
(1,5)5i4+5<8
Sa
SVAR:

> 9!-8!~<8_§_j).

(1,5)3i+5<8



