Losning till MODELLTENTA DISKRET MATEMATIK moment A
FOR D2 och F, SF1631 resp SF1630.

DEL I

1. (3p) Bestim samtliga I6sningar i ringen Zs3 till ekvationen

19z 4+ 2 =17.

Losning: Soker forst en invers till 19 i ringen Zs3. Euklides algoritm ger

23 = 1-19+4
19 = 5-4-1

varur vi faratt 1 = 5-4 — 19 = 5(23 — 19) — 19 = 5-23 — 6 - 19. Alltsé dr 197! = —6 i ringen
Zo3. Vi loser nu ekvationen:

1924+2=17 & 192=15 & 2z=-6-15 < 2=-90 (mod 23)=2
SVAR: 2.
2. (3p) Los rekursionsekvationen
Qp = Gp_1 + 30a,_2

med startvirden ag = 1,a; = —27.

Losning: Karakteristiska ekvationen 72 = r + 30 har rotterna » = —5 och r = 6. Rekursionsekva-
tionens allménna 16sning blir da
ap, = A-(=5)" + B6"™.

Nu bestimmer vi A och B sa att startvirdena blir uppfyllda:

1 = A-(-5)° + B6° 1 =
—27 = A-(-5)' + B¢ —27 = —5A + 6B
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Ett simpelt linjirt ekvationssytem med 1 16sningarna
A=3, B=-2.

Saledes

Svar:
an =3(=5)" —2-5".

3. (3p) Den bipartita grafen med nodméngderna X = {a,b,c,d} ochY = {1,2,3,4,5} har kanterna
{al,a3,b3,c2,d2,d4,d5}. Bestdm en alternerande stig till matchningen M = {a3, d2}.

Losning: En alternerande stig borjar i en omatchad nod, t ex b, som har en kant till 3, sa vi borjar
med kanten b3. Fran noden 3 maste vi, om den noden &r matchad ta en kant i givnma matchningen
dvs kanten a3. Vi viljer nu att fran noden a vélja kanten a1 och da 1 dr omatchad sa &r vi klar.

Svar:b—3—a—1.



4. (3p) I en skolklass med 13 flickor och 12 pojkar skall man utse en grupp bestaende av tre flickor
och fyra pojkar. Pa hur manga sitt kan en sddan grupp utses om precis en av pojkarna P; och P i
klassen, skall vara med i gruppen. (Svaret far innehélla de fyra riknesétten.)

Losning: Anatl sitt att utse en grupp fyra pojkar med pojken P, men utan pojken P, dr

12 -2
3
ty utse forst pojken Py, tag sedan bort P,. Aterstir nu 12 — 2 pojkar av vilka tre till skall viljas till

gruppen.
Pa lika manga sitt kan en pojkgrupp med P; medn utan P; utses.

(+)

Multiplikationsprincipen ger nu totala antalet sétt dvs

13 9 10 _ 13-12-11-10-9-8
3 3) 2.3-2-3 '
5. Vi betraktar en graf G med 41 noder. Valensen hos 18 av noderna &r 1, 18 noder har valensen 2, och
resterande fem noder har valensen 4.

Antalet sitt som flickorna kan utses pa &r

SVAR:

(a) (1p) Bestidm antalet kanteri G.

Losning: Sambandet Zl‘;‘l d(v;) = 2 |E|, dir |V| betecknar antalet noder vy, va, ..., vy
och | E| antalet kanter, ger
18-1+18-2+5-4=2-|E|

och saledes 4r antalet kanter lika med

Svar: 37.
(b) (1p) Kan G ha ett spinnande deltrdd? Motivera ditt svar.

Losning: Nej, ty ett spdnnande trid till grafen skulle innehélla precis 41 — 1, dvs 40 kanter
valda bland kanterna i G. S& méanga kanter har inte G.

(c) (1p) Forklara varfor G inte kan vara sammanhingande.

Lésning: Varje ssmmanhingande grafe har ett spiannande deltrad.

DEL II

6. (3p) Bestim den storsta gemensamma delaren till de tre talen 1980, 1680 och 1188.

Losning: Om D ir den storsta gemensamma delaren till de tre talen giller att D | 1980 och
D | 1680 och didrmed att D | sgd(1680,1980). Vi bestimmer nu med hjélp av Euklides algoritm
sgd(1680, 1980):



1980 = 1-1680 + 300
1680 = 6-300 - 120
300 = 3-120 - 60
120 = 260 + O

Séledes dr sgd(1980, 1680) = 60. Nu vet vi att det sokta talet D delar 60. Med D skall ocksa dela
1188. Da kommer D att dela sgd (1188, 60) som nu bestims

1188 = 20-60 - 12
60 = 512 + O

Den eftersokta storsta gemensamma delaren D till de tre talen maste alltsa dela talet 12. Men talet
12 delar samtliga de tre givna talen och &r dé den storsta gemensamma delaren.

Svar: 12

. (4p) Betrakta den kompletta (fullstindiga) grafen K;4. Den grafen har ingen Eulerkrets. Hur manga
kanter maste man minst ta bort for att fa en graf som har en Eulerkrets?

(Antalet podng pa denna uppgift, berdknas utifran hur pass nira du kommer det minsta antalet kanter
som maste tas bort och hur pass vil du motiverat din 16sning. Enbart ett korrekt svar ger inte full
poing pa denna uppgift.)

Losning: En graf har en Eulerkrets precis da varje nod har en jimn valens. Varje nod i K¢ har
valensen 15. Minst en kant fran varje nod maste avldgsnas for att en Eulerkrets skall uppsta. Mellan
varje par av noder i K¢ finns precis en kant. Vi delar in de 16 noderna i atta disjunkta par, dvs om
noderna ir vy, v9, Vs, . . . , V1 bildar vi paren

{vlaUZ}a {Us,v4}, {'U57UG}7 ceey {'U157U16}

och tar sedan bort kanterna mellan v; och v,, mellan v3 och v4 osv. Sa det minsta antal kanter som
maste tas bort dr 8 och detta antal ricker.

. (4p) Lat ¢ och 1) beteckna nedanstaende permutationer:
(1 23 456 o— (12
7=\4 6153 2) 14

Undersok om det finns nigon permutation 2 sadan att xpx> = 1.

D W
T
N Ot
w
~—7

Losning: Vi skriver forst permutationerna ¢ och i) som produkter av disjunkta cykler:
©=1(1453)(26) och ¥ =(1)(245)(36)
och direfter som produkter av transpositioner, t ex:
w=(13)(15)(14)(26) resp ¥ =(1)(25)(24)(36).

Tydligen #r ¢ en jimn permutation. Oavsett om z ir udda eller jimn si kommer z@x> att vara
en jimn permutation, som ju aldrig kan vara lika med den udda permutationen . Det finns ingen
permutation x som loser ekvationen.




DEL III

Om du i denna del anvinder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i beviset.

9. (5p) Det flyger k£ duvor mot n reden. Duvorna viljer reden slumpvis och helt oberoende av hur
de andra duvorna viljer sina reden. Om k &r mindre &n eller lika med n, £k < n, hur stor dr da
sannolikheten att minst ett rede innehéller minst tva duvor.

Losning: Det finns totalt n* olika sitt for de & duvorna att placera sig pa i redena och alla dessa sitt ir
lika sannolika. Antalet sitt dér varje rede innehaller hogst en duvadrn-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1),
ty var och en av de k duvorna skall da vilja ett eget rede. Den forsta duvan har da n redan att vélja
bland, den andra n — 1 redan att vilja bland osv. Av de n* stycken olika férdelningarna blir antalet
fordelningar dér minst ett rede innehaller tva duvor lika med

n*—n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1).
Eftersom alla férdelningar ir lika sannolika sé blir den sokta sannolikheten lika med

Svar:
n—n-n-1)-n—2)-...-(n—k+1)
- .

n
10. Ett element y &r en jaimn kvadrat i en ring Z,, om det finns ett element x i Z,, sidant att y = x2.
(a) (2p) Lat p vara ett primtal. Bestdm antalet olika jimna kvadrater i ringen Z,,.
lésning: Vi betraktar méngden Q = {22 | = € Z,}. Vi observerar 22 = y? precis da p|z* —y>.
Eftersom 22 — y? = (x — y)(z + y) sé giller att

=y = plla—y)(z+y) = pllx—y) eler pl(z+y)

Vi riknar i ringen Z, och har da frdn ovanstaende att
r—y=p,0 dvs =,y eller r+y=p,0 dvs z=,—y.
Det giller alltsé att (), om p ér ett udda primtal, bestar av de (p + 1)/2 olika elementen
02 =0,1% = (~1)2,22 = (~2)%,..., 2Ly = 21y
2 2
Ringen Z5 har tva jamna kvadrater elementen O och 1. Alltsa

Q| = 2 om p=2
| 2 ompprimtaloch p# 2.

(b) 3p) Antag n = pyp2 - - - pi dér talen p1,pa,...,pr dr olika primtal. Bestdm antalet jimna
kvadrater i ringen Z,,.

losning: Vi anviinder oss av att Z,, dr isomorf med den direkta produkten av ringar Z,,, X Zp,, x
... X Zp, . Vid denna isomorfi giller att

x  «——  (z(mod p1),x(mod p3),...,x(mod p))

och speciellt

#?  ——  (a*(mod pr),z*(mod ps), ..., x*(mod py))



Lat nu @), for ¢ = 1,2, ...,k beteckna kvadraterna i ringen Z,,. D4 far vi frdn ovanstaende
ekvation att

Q = Q1] - Q2] - - - - @kl

dar @) betecknar kvadraterna i ringen Z,,. Saledes

Svar: Antalet kvadrater i ringen Z,, p, . p,, drlika med

|Q|: %Qf:Q(pz_Fl) om p1:2
ST, (pi+1) om p#2fori=1,2,... k



