Matematiska Institutionen
KTH

Losning till lappskrivning nummer 3B till kursen Diskret matematik, moment B, for
D2 och F, SF1631 och SF1630, den 23 april 2008, kl 08.15-08.40.

1. Visa att polynomet 23 + 3z + 4 inte &r irreducibelt i ringen Zs[z].

LOSNING: Om polynomet gir att faktorisera maste en av faktorerna ha grad ett och dirmed,
enligt faktorsatsen, kommer polynomet att ha minst ett nollstélle. Vi finner, efter lite skande, att
—1, dvs elementet 4 i kroppen Zs, ir ett nollstélle eftersom

(=1 +3(-1)+4=-1-3+4=0.
Enligt faktorsatsen giiller nu att
23+ 32 +4 = (x— 4)p(z),

for nagot polynom p(z) vilket visar att det givna polynomet inte ér irreducibelt.

2. Bestédm ett irreducibelt andragradspolynom i polynomringen Zyg[z], (vilket #r mojligt att gora
utan alltfor mycket trial and error sokande). En motivering krivs ocksa varfor polynomet i fraga
ar irreducibelt.

LOSNING: Vi undersoker forst om det finns nagot polynom av typen
x° — a,

som &r irreducibelt i den givna polynomringen. Ett sadant polynom &r irrducibelt, da det &r av
grad 2, om och endast om polynomet saknar nollstélle, dvs det finns inget element o € Z19 sadant
att o = a. Vi beriiknar nu kvadraterna pa samtliga element i ringen Zg.

02=0, 12=(-1)2=182=1, 22 =(-2)? =17 =4, 32 =(-3)2=16> =09,
42 = (—4)2 =152 =16, 5° = (-5 =14>=6, 6% = (—6)* =13% =17,
T=(-1?=12"=11, 8 =(-8)*=11>=7, 9°=(-9)* =10 =5.

Vi ser att elementet 2 inte dok upp bland de ”jamna” kvadraterna i ringen Zj9. Saledes saknas
nollstéllen till polynomet
z? — 2.

SVAR: Polynomet x? — 2 iir irreducibelt i polynomringen Z19[x].

Alternativ 16sning: Vi anvénder att multiplikativa gruppen till en kropp &r cyklisk, dvs och i
detta fall, att det finns ett element g € Z19 sadant att

Zig\ {0} =< g>={g.9%.¢°,....¢"° = 1}.



De jimna kvadraterna i ringen ir da elementen i méngden

Q:{(QZ)Q |Z: 1527518} :{92a947g67-.-7918 :1}

Elementet ¢° #r ingen jimn kvadrat. Vi visar nu att ¢° ir lika med elementet —1 (oberoende av
val av generator g for den multiplikativa gruppen): Eftersom (g%)? = 1 si maste ¢ vara en av
losningarna till ekvationen z? = 1. D4 ¢'® = 1 och ¢'® # ¢” s& méaste ¢° vara lika med den andra
l6sningen till ekvationen 2% = 1 som ju #r —1.

Var slutsats #r alltsa att —1 inte &r en jimn kvadrat och alltsa att ekvationen x? + 1 saknar
nollstélle och didrmed faktorer av grad ett. Ett ej irreducibelt polynom av grad tva maste ha
faktorer av grad ett och déirmed minst ett nollstéille. Alltsa &r 22 + 1 irreducibelt i Zyg[z].



