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8 Minsta kvadratmetoden

8.1 Ekvationssystem med en 16sning, 2 x 2-fallet

Ett linjiart ekvationssystem, som

3x+Ty=1

r—2y=2 "
har en entydig l6sning om koefficientdeterminanten, hér i) _72 , ar skild fran
noll. T detta fall har vi ? 32 = 3(—2) — 7 = —13 # 0. Determinanten &r

skild fran noll da och endast da kolumnvektorerna &r linjért beroende. Ty om

determinanten #r noll, dvs = ad — be = 0, s& kan vi 16sa ut d = be/a.

b
d
Det ger kolonnvektorerna ( Z > och

(fl) N (bcc/a ) = {bryt ut c/a}
(i)

S4 de tva kolonnvektorerna ( Z ) och < (Cl ) =c/a < Z > ar linjirt beroende

— den ena &r en faktor ac av den andra. Om a = 0 kan vi i stallet 16sa ut c.
En geometrisk tolkning av ekvationssystemet

3z +Ty=1
r—2y=2

dr skiirningen av tva ridta linjer, 3z + Ty = 1 och x — 2y = 2. Bada ekvation-
erna uppfyllda betyder att punkten (z,y) maste ligga p& bada linjerna, dvs i
skdrningspunkten.



25T

tLosningen &r z = 15 och y = — 5.

En annan geometrisk tolkning av ekvationssystemet
r+Ty=1
T—2y=2

B+ (=)

Vi viljer hir talen x och y sa att vektorn (;) kan bildas som en linjdrkombi-
nation av (i’) och (_72), som #r kolonnvektorer i matrisen. Uppenbarligen kan
detta ske pé& endast ett sitt (vi har redan lost ekvationssystemet), och da méaste

T = % och y = —15—3. Denna senare tolkning bygger minsta kvadratmetoden pa.
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Vektorerna (3, 1), (7,—2), (1,2) och —%(7, —2) (streckad).



8.2 Ekvationssystem utan 16sning

Ekvationssystemet
z4+y=1
—x+2y=4
z—y=0

har inte nagon losning, for det representerar tre riita linjer som inte har
nagon gemensam punkt.

Men vad dr den minst daliga losningen, den som ér "ganska nira" alla tre rita
linjerna? Problemet kan skrivas Ax = b. Det finns alltsa inget = sa att Ax—b =0
i detta fall. T brist pa exakt 16sning soker vi da istéllet ett x s& att vektorn Az —b
dr sd kort som mojligt (om vi har en losning sa dr lingden av denna vektor noll).
Det #r grundidén i minsta kvadratmetoden.

Vilka x har vi att vélja pa? Vi tolkar uttrycket Az som en linjérkombination
av A:s kolonnvektorer, som vi kan beteckna med A; och As:

a11T1 + a1272
Az = 2171 + A22To = {matrislagar}
a31T1 + az2T2

ail @12

= a1 | x1+ | a2 | T2
asi a32

= Alxl + A2$2.

Har dr 1 och xo tva reella tal. Vi soker bland alla tédnkbara linjéarkombina-
tioner Ayxq, + Asxo, for olika x1 och xo. De bildar ett plan i rummet som gar
genom origo (ty med z7 = x2 = 0 far vi A; -0+ A5 -0 = 0). Vektorn b ligger
inte i detta plan, ty om b gjorde det sa skulle vi kunna vilja z1 och zo s att vi
har Ajx1 + Asxe = b alltsd Az = b.



Vektorn Az — b gar mellan b och en punkt Az i planet. Denna vektor
ar kortast d&4 Ax — b &r ortogonal mot planet. Att den &r ortogonal betyder
att den #dr ortogonal mot alla vektorer i planet, bl.a. mot A; och As, dvs att
skaldrprodukten dr noll. Skaldrprodukt av kolonnvektorerna u och v kan skrivas
i matrisnotation som u”v.

Att skaldrprodukten mellan A; och Ax—b 4r noll kan skrivas AT (Az—b) = 0.

Vi har ocksa AT (Az —b) = 0. Dessa tva ekvationer kan skrivas som en ekvation:

T — = 0, dvs
AT(A b 0, d
AT Az = Ao

Definition 1 Fkvationen AT Ax = ATb kallas normalekvationen.

Observera att argumentet ovan giller i vilken dimension som helst (om vi
byter "plan genom origo" mot "linjéirt rum"), dvs vi kan anta att A har dimen-
sion n X m. Vi har visat att

Theorem 2 En [§sning x till AT Az = ATb minimerar |(Az — b)|.

Hir #r | | vektornorm: |z| = /2% + ...+ 22. Observera att koefficient-
matrisen AT A till detta ekvationssystem alltid #r kvadratisk och symmetrisk.
Kvadratisk ty om A har dimension n x m s& har A” dimension m x n och AT A
har dimension m X m. Symmetrisk ty

= or matriser giller ju =
AT )T f 11 AB)' = BT AT
AT(AT)T =ATA.

S3 matrisen AT A &r oférindrad vid transponering, siledes symmetrisk.

AT A ar emellertid inte alltid inverterbar. Om t.ex. A #r nollmatrisen, s
kommer dven AT A att vara nollmatrisen (men med annorlunda dimension),
som inte dr inverterbar. Vi har inte &nnu undersskt om det alltid finns nagon
l6sning till normalekvationen, eller under vilka villkor det finns flera losningar.
Vi riknar forst ett exempel — det ekvationssystem som #dr omndmnt ovan.

Exempel 3 Berdkna en minsta kvadratlosning till

r+y=1
—x+2y=4
z—y=0

och medelfelet.

Losning: Vi har evationssystemet

s& vi far



A = -1 2 som ger
1 -1
1 1
1 -1 1 3 -2
ATA = ( ) -1 2 :( >
1 2 -1 1 1 -2 6
Hogerledet blir
1
b = 4| som ger
0

1
T, 1 -1 1 (-3
A% = <1 2 —1> 4 _<9>'
0
Normalekvationen AT Az = AT r i detta fall

(5 3)6)=-()

Detta ger lsingen <x) = <2) . Detta &ér minsta kvadratlosningen. Det &r

2
inte nodvindigtvis en mittpunkt i den triangel som bildas av tre linjer som
inte &r parallella och inte skiir varandra i en gemensam punkt. Detta syns i
nedanstaende figur.




8.3 Normalekvationens l6sbarhet

Naturligtvis har inte alla ekvationssystem med kvadratiska koefficientmatriser
l6sningar, inte ens om matrisen #r symmetrisk (tag exempelvis A som nollma-
trisen och ett hogerled som inte dr endast nollor). Men normalekvationen &r inte
vilket sadant ekvationssystem som helst, ty det har alltid 16sningar. Orsaken ér
att vi har inte vilket hogerled som helst, det &r transformerat med AT

Theorem 4 Normalekvationen AT Ax = ATb har alltid minst en lsning.

Satsen foljer fran hiirledningen av normalekvationen. Minimum av funktio-
nen |Az — b| existerar eftersom det #r en nedat begrénsad funktion (> 0) och
méngden tillatna virden x &r icke-tom och en sluten méngd. Ett sadant min-
imum realiseras av en losning till AT Az = ATb, ty om g &r en 16sning till
normalekvationen och x en punkt vilken som helst, s& giller att (Pythagoras
sats!)

|A£E—b|2 = ‘A(:L’—$0+.’170)—b|2
= |Azg — b+ Az — z0)|?
= |Azg —b* +|A(z — 20)|? + 2(x — x0)T AT (Azo — 1)
{AT(Azo —b) dr nolll} = |Azo — > + |A(z — z0)|>.

Hur kan vi nu viillja x sa att
|Az — b* = |Azo — b* + |A(z — x0)|?
dr minimalt? Jo genom att vilja © = xg,ty da forsvinner den andra termen:
|Az — b]* = |Azg — b]* +0.

Alltsa har normalekvationen alltid nagon 16sning, ty den sammanfaller med ett
minimum som existerar.

Theorem 5 Normalekvationen AT Az = ATb har minst tvd losningar om och
endast om kolonnerna i A dr linjdrt beroende.

Observera att kravet dr att kolonnerna i A &r linjédrt beroende, inte kolon-
nerna i AT A, vilket vore sjilvklart. En kvadratisk matris ér ju inverterbar om
och endast om dess kolonner #r linjért oberoende om och endast om motsvarande
ekvationssystem har exakt en 16sning.

Man kan alltsd genom att studera A avgéra om normalekvationen har en
eller flera losningar. Vi uteldmnar detta bevis.

8.3.1 Kurvpassning

Minsta kvadratproblem kan ocksa uppsta ur ett motsatt problem: kurvpassing.
Héar anpassar man en kurva till ett antal punkter, s& att summan av kvadratfelen
ar sa litet som mojligt.



Exempel 6 Antag att vi vill finna en rdt linje som gér genom punkterna (1, —1),
(2,2), (3,2) och (4,6). Dessa fyra punkter ligger inte pa rdt linje, sd niagon exakt
losning finns inte. Vi séker en minstakvadratlosning, och medelfelet.

Losning: Insdttning av punkterna i y = kx + [ ger de fyra kraven

1 = k+l
= 2%k+1
= 3k+1
= 4k +1.

Men detta &r ett linjért ekvationssystem:

1 1 -1
2 1 B | 2
3 1 (g)‘ 2
4 1 6
Har far vi
1 1
1 2 3 4 2 1] (30 10
(1 1 1 1) 3 1 _<10 4)
4 1
och
-1

1 2 3 4 21 (33
1 1 11 2 | \9 )
6
s& normalekvationen ér hir

90-6

21
med 16sning (]l“) = (i%)



Réta linjen %x - 3.

Summan av kvadraterna pa foljande striickor minimeras av losningen y = 2.1z —
3.



Strackor vars kvadratsumma minimeras.

Funktionen y = 2.1z — 3. tar i punkterna 1, 2, 3, och 4 viéirdena —0.9, 1.2, 3.3
respektive 5.4, medan de onskade viirdena dr —1, 2, 2, respektive 6. Felen &r
alltsa 0.1, 0.8, 1.3 respektive —0.6. Det linjéira medelfelet dr da medelvirdet av
beloppen (L(|e1] + ... + |en]))

1
101408 +1.3+06) =0.7.

Det kvadratiska medelfelet (L\/e? + ... 4 €2) &r hér

1
Z\/O.Ol +0.64 + 1.69 + 0.36 = 0.41079.

Det kvadratiska medelfelet minimeras nidr man anvinder minstakvadratmeto-
den.
Svar: Rit linje y = 2.1x — 3 med kvadratiskt medelfel &r 0.41079.

Exempel 7 Bestim den andragradskurva som bdst anpassar sig till punkterna
(-1,1), (0,0), (1,1), (2,8) i minsta kvadratmening och berikna medelfelet.

Losning: Med y = az? + bz + ¢ far vi hiir foljande fyra villkor.

a—b+c =1
c = 0
a+b+c = 1
4da+2b+c = 8.



Vi far det linjéra ekvationssystemet

1-1 1 1
0 0 1| (,)1_|0
1 1 1 I
4 2 1) \° 8
Vi far
1014(1)_01} 18 8 6
T__ f—
S R I R
4 2 1
och
1014(1) 34
ATb:—10121:16
111 1) (g 10

Normalekvaitonen AT Az = AT'b sir ekvationssystemet

18 8 6 a 34
8 6 2 bl =116
6 2 4 c 10

Detta ekvationssystem kan losas med exempelvis Gausselimination. Det ger
a=2,b=1/5och ¢ = —3/5. Minstakvadratlosningen &r alltsi 222 + %x — %

y 10T

By

-1.25

@
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Eftersom punktena #r tagna osymmetriskt runt y-axeln, kommer 16sningen
att vara osymmetrisk (pga att termen %x finns med). Funktionen 222 + %x — %

tar i punkterna x = —1,0, 1, 2 véirdena 1.2, —0.6, 1.6, 7.8 jamfort med de onskade
1,0,1,8. Vi har alltsa det kvadratiska medelfelet

1
Z\/O.O4 +0.36 + 0.36 + 0.04 = 0.223 61.

Svar: Minstakvadratlésningen dr 2z2 + %x — % med kvadratiska medelfelet
0.22361.

Exempel 8 Bestdm den andragradskurva som bdst anpassar sig till punkterna
(-2,8), (-1,1), (0,0), (1,1), (2,8) i minsta kvadratmening, och berikna medelfelet.

Till skillnad fran forra problemet #r dessa punkter symmetriskt placerad
runt y-axeln, och vi far en symmetrisk minstakvadratlosning — vi far b = 0.

Lésning: Med y = ax? + bx + ¢ far vi fran de fem punkterna fem villkor.

4a—2b+c = 8
a—b+c = 1
c = 0
a+b+c =1
4a+2b+c = 8.

P& liknande sétt far vi det linjira ekvationssystemet

4 -2 1 8
1 -1 1| /a 1
0 0 1]||bl=]o0
1 1 1] \e 1
4 2 1 8
Sa
4 -2 1
4 1 01 4\[1 -1 1 34 0 10
AtA=(-2 -1 01 2]]l0 0 1|l=(0 10 0],
1 1 11 1)1 1 1 100 0 5
4 2 1
och :
8
4 1 0 1 4\ |1 66
Afp=|(-2 -1 0 1 2)]o|=1]0
1 1 11 1/ 11 18
8
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Normalekvationen blir nu

34 0 10 a 66
0 10 O bl=1601{,
10 0 5 c 18
15
7
som har 16sning 0 . Nu far vi alltsd andragradskurvan %xQ — g—? som Ar

35
symmetrisk, till skillnad fran i det forra fallet.

y 10T

&
.

: : e
2.5 -1.25 ‘

i 1592 24 _ 276 15 24 _ 51 o3 far hi i
Vihar 2227 -5 = 52 och 52 — 55 = 3=, s far hér det kvadratiska medelfelet

1 276 51 24 51 276

S (B2 —8)2 o (2 —1)2 4 (22 —0)2 4 (2= — 1)2 + (2= — 8)2 = 0.191 24.
5\/(35 ) +(35 ) +(35 ) +(35 ) +(35 )

Medelfelet blev nagot mindre med en punkt till. Man far inte nédvindigtvis bét-
tre dverensstimmelse med flera punkter, ty 6verensstiimmelsen beror pa vilken
del av funktionen (%) vi arbetar med — hur bra den stimmer &verens med

approximerande funktion i omréadet.
Svar: y = 1—75952 — %7 kvadratiskt medelfel 0.191 24.

8.4 Kvasiinvers

Som bekant dr en delméngd av de kvadratiska matriserna inverterbara. Om A
ar inverterbar sa finns det en annan kvadratisk matris med samma dimension,

inversen A~!, s& att AA™' = F och A~'A=F.
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For en icke inverterbar matris A, som inte ens behover vara kvadratisk, kan
man emellertid definera en kvasiinvers, betecknat med A*. Om A #r inverter-
bar s& #r inversen kvasiinversen (AT = A™!). Om man vill 16sa ekvationssys-
temet Az = b for en generell matris A, s kommer = = A%b att vara just en
minsta kvadratlosning om ekvationssystemet saknar exakta losningar. Dessu-
tom, om det finns manga minstakvadratlosningar, sa kommer z = ATb att vara
den minstakvadratlosning som dr nidrmast origo. Vi gar hér inte in pa explicit
definition och berikningsalgoritmer fér kvasiinversen.

Symboliska programvaror som MATLAB ger ofta kvasiinversen till en matris
om den inte dr inverterbar, utan nagon sérskild kommentar.
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