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Designerkurvor

Nér en designer arbetar med ett CAD-program &r en metod att ge som indata ett antal
punkter, s.k. definitionspunkter och sedan lata programmet berékna och rita ut en kurva som
“anpassar sig” till dessa definitionspunkter. Om kurvan passerar genom punkterna sé talar
vi om en interpolerande kurva, och annars om en approrimerande kurva. Problemet med att
finna en interpolerande kurva kan enkelt formuleras som att givet definitionspunkterna

(xlvyl)v s (xnvyn)

vill vi finna en kurva som passerar genom samtliga n punkter.

Detta ar ett klassiskt problem som &r latt att
16sa; t.ex. kan man alltid finna ett polynom av
grad n — 1 som interpolerar dessa punkter. I
praktiska sammanhang &r detta sdllan gangbart
eftersom om n &r stort sd& kommer kurvan som
bestdms av polynomet att kraftigt oscillera mel- -1 L . . . L s 7
lan definitionspunkterna. Istéllet anvidnder man
sig av en styckvis definierad kurva dvs. en kurva °
sammansatt av manga delkurvor. Dessa delkur- :
vor dr vanligtvis polynom av relativt lag grad ol

0

och varje delkurva interpolerar bara ett fatal def-
initionspunkter.

Kubiska splines

Ordet spline ar ett engelskt ord for ett rithjalpmedel som bestar av en tunn, flexibel traremsa.
Den anviands som en typ av interpolerande linjal genom att fixera den med ett antal stod i
definitionspunkterna som gor det mojligt att rita en kurva som passerar genom dessa punkter.
Vi vill nu skapa en matematisk motsvarighet till denna spline. Vi antar for enkelhets skull att
interpolationspunkterna ar jamnt fordelade i x—led , dvs. vi antar att

xi—xi_lzh, ’i=1,...,n.

Lat y = S(x) vara den interpolerande kurva vi séker, definierad for = € [z1, z,]. Vi vill att den-

na kurva skall beskriva splinelinjalens deformation, nér definitionspunkterna ar (z1,41), ..., (Tn, Yn)-
Om vi ser linjalen som en punktbelastad balk sa far vi enligt hallfasthetsldrans ekvationer vil-
lkoret att fjirde derivatan av S(x) &r noll mellan interpolationspunkterna, dvs.

5(4)(30) =0, forz€|r,x—1], i=1,...,n

For smé bojningar sidger ocksd denna hallfasthetslira att S(z) méaste ha tva kontinuerliga
derivator, dvs. S(z), S’(z) och S”(z) maste vara kontinuerliga for x € [z1,z,]. Det ar det
sista villkoret, att S”(z) dr kontinuerlig som gor att vi uppfattar kurvan som “jamn” dvs. vi
uppfattar den som en hel kurva utan skarpa kanter nagonstans. Matematiskt s& sdger man
att kurvan har en kontinuerlig krékning. Detta &r ett minikrav men det racker langt eftersom
vi klarar av att se diskontinuiteter i krokningen, dvs. i S”(z), men diskontinuiteter i hogre
ordningens derivator mérker vi inte med blotta 6gat.
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Eftersom S (x) = 0, i varje delintervall |z;, z;_1[ s& finner vi efter fyra integrationer att S(x)
maste vara ett tredjegradspolynom péa varje delintervall. Harifran kommer alltsd bendmningen
kubiska splines for sadana kurvor. Foljaktligen kan vi skriva

Si(z), z1 <z <9
So(z), zo<z<=x
S(a) = .2() 2 3

Snfl(x)’ Tpn-1 <z <y

dér Sy(x), Sa(z),...,Sp—1(x) &r kubiska polynom definierade pa respektive delintervall.

Berikning av koefficienterna
Om vi (for att forenkla de kommande berdkningarna) skriver de kubiska polynomen som
Si(x) = aj(x — ;) +bi(x —x)? +ci(w — ) +d;, i=1,...,n—1

s& har vi att bestdmma de 4n — 4 koefficienterna a;, b;, ¢;,d; fori =1,...,n— 1.
Foljande villkor méaste vara uppfyllda.

1. S(x) skall interpolera definitionspunkterna (x;,v;), i = 1,...,n, dvs. S(z;) = i, i =
1,...,n.

2. S(z) ar kontinuerlig pa [z1, z,], dvs. Si—1(zi) = Si(x;), i =2,...,n — L.
3. S'(z) dr kontinuerlig pa [z1,z,], dvs. SI_;(z;) = Si(z;), 1 =2,...,n— 1.
4. S§"(x) ar kontinuerlig pa [x1,xy], dvs. S | (x;) = S/ (), i=2,...,n— 1.

Dessa totalt 4n—6 villkor ger upphov till lika manga ekvationer, alltsa saknas det tvéa ekvationer
men vi aterkommer till detta. Om man genomfor berdkningarna sa kan resultatet skrivas som

a; = ML

by = 5t

o = Yl Y _ (mit142m4)h

L h 6

di =y
for ¢ = 1,...,n — 1. Har &r h = x; — x;_1 och vi har uttryckt koefficienterna med hjalp
av kvantiteterna m; = S/(x;), ¢ = 1,...,n som entydigt bestdmmer vara kubiska splines.

Villkoren ovan ger upphov till féljande ekvationer

my + 4mg +mg = 6(y1 — 2y + y3)/h?
ma + 4mg +my = 6(y2 — 2y3 + y4)/h>

Mp—2 +4my_1 +my, = 6(%1—2 - 2yn—l + yn)/h2

Detta ar ett linjart ekvationssystem med n — 2 ekvationer och n obekanta. Precis som vi
observerade tidigare sa saknar vi tva ekvationer for att entydigt bestdmma de obekanta
my,..., my. Skilet dr helt enkelt att det finns oéndligt manga kubiska splines som uppfyller
kraven ovan. For att véilja en av dessa mojliga splines maste vi tillfora villkor i &ndpunkterna
(x1,y1) och (z,,yn). Det finns manga olika sétt att gora detta pa, en vanlig variant dr att
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man kréver att andraderivatorna i andpunkterna &r noll, dvs. vi sétter mq; = m,, = 0. Detta
resulterar da i det kvadratiska ekvationssystemet

Y1— Y2t Y3
1 0 0 0 O mo Y2 — 2y3 + Y4
1 4 1 0 0O ms3 6 Y3 — 2ys + ys
z = :
000 1 41 Mip—2 Yn—a4 — 2Yn—3 + Yn—2
0 0 0 0 1 4 Mp—1 Yn—3 — 2Yn—2 + Yn—1

Yn—2 — 2yn—l + Yn

nu skrivet pa matrisform. (Fysikaliskt betyder villkoret m; = m,, = 0 att den elastiska linjalen
fritt far fortsdtta i rata linjer efter &ndpunkterna).

Ogats kiinslighet

Lat oss ta ett exempel. I tabellen nedan har man vid ett experiment uppmaétt 6gats spektrala
kinslighet (i enheten lm/W) for ett antal olika vaglangder. For vilken vaglingd &r Ogats
kénslighet som storst?

Kénslighet (Im/W) | 198 649 587 226 82
Véglangd (nm) 500 540 580 620 660

Alltsa ar (z1,y1) = (500,198),..., (z5,y5) = (660,82) och h = x; — x;—1 = 40. Med m; =
ms = 0 fas enligt ovan ekvationssystemet

4 10 ma —1.9237
1 41 m3 | = —1.1212
01 4 my 0.8137

Det foljer att mo = —0.4207, mz = —0.2411 och my = 0.2637 s& att vi kan berdkna koeffi-
cienterna till polynomen med hjélp av uttrycken ovan. Var kubiska spline blir

—0.0018(x — 500)> 4 14.08(x — 500) + 198 , 500 < z <540
S(z) = 0.0007(z — 540)3 — 0.2103(z — 540) + 5.666(x — 540) + 649 , 540 < x < 600
) 0.0021(z — 600)> — 0.1205(x — 600)% — 7.569(x — 600) + 587 , 600 < 2 < 640
—0.0011(2 — 640)3 + 0.1319(x — 640)% — 7.116(z — 640) +226 , 640 < < 680

I figuren till hoger plottas matpunkterna och var 700

interpolerande kurva. Vi ser att det finns ett
storsta vérde i intervallet [540,600] och for att
finna detta deriverar vi S(z) och letar efter sta- ol S

tiondra punkter. Om z € [540,600] sa fas \
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S’ (z) = 0.0021(x—540)? —0.4206(z—540)+5.666

Kanslighet (Im/W)
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Den rot till ekvationen S’(x) = 0 som ligger i det
aktuella intervallet visar sig vara x* =~ 555 nm.
Ogats maximala ljuskénslighet uppnas alltsa for
vaglangden 550 nm och da &r kénsligheten
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S(.’IJ*) ~ 689 lm/W Vaglangd (nm)
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