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Fibonaccital

Kaniner

Fibonaccis talfoljd 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... definieras av det rekursiva sambandet

fo=0
fi=1
fn:fn—1+fn—27n22

Fibonacci, (4ven kénd som Leonardo fran Pisa) verkade pa 1200-talet och kan betraktas som
en av Euoropas forsta riktiga matematiker efter den Grekiska eran. Fibonacci introducerade
talféljden for att beskriva antalet kaninpar som finns efter n manader om man startar med
ett ensamt kaninpar som efter tva manaders alder producerar ett nytt kaninpar varje manad.
Vi antar att kaninerna aldrig dér samt att de efter tvd manader blir kénsmogna och dérefter
producerar ett nytt par varje manad. Antalet kaninpar efter n méanader ar da f,.

Detta problem ar kanske inte speciellt realistiskt, men icke desto mindre s& dyker fibonaccitalen
upp 1 otroligt manga sammangang. Ett exempel &ar t.ex. antalet frospiraler i en solros - om man
raknar antalet spiraler medurs och antalet spiraler moturs sa &ar dessa tal alltid tva konsekutiva
fibonaccital. Detta fenomen upptriader i manga andra frospiraler i naturen, det visar sig att
detta &r ett optimalt sdtt att packa manga fron av samma storlek sa att frotdtheten blir
konstant, dvs. inte trangt i mitten och glest i kanterna.

Aven bladtillviixten pa en planta &r ofta relaterad till fibonaccitalen. Om man tittar ned pa
t.ex. en solros uppifran sa ser man ofta att bladen vixer ut pé ett sddant sétt att de inte
skymmer varandra alltfor mycket - alla blad vill ha ljus. Det visar sig att om man utgar fran
ett blad och rdknar antalet varv medurs som krévs for att hitta ett blad rakt ovanfor det férsta
bladet (vi gar fran blad till blad) s& &r detta tal ett fibonaccital. Ocksa antalet varv moturs
som krévs for att na nédsta blad rakt 6ver det forsta bladet &r ett fibonaccital. Dessutom &r
antalet blad som man finner mellan de bada bladen - ja just det - ett fibonaccital. Slutligen,
dessa tre fibonaccital dr dessutom tre konsekutiva tal i fibonacciféljden!

Ytterligare en intressant egenskap hos fibonaccitalen &r att
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vilket &r ett tal kint som det gyllene snittet. Det gyllene snittet 1+2\/5 anvandes redan av de

gamla grekerna; om en stricka AB delas i en punkt C pa ett sddant sétt att den storre delen
forhaller sig till den mindre delen pa samma sitt som den hela stréackan forhaller sig till den
storre delen s& géller att denna kvot dr just lika med det gyllene snittet (bevisa det!).

En explicit formel

Om man vill berdkna f, for sma n sa fungerar den rekursiva definitionen ovan bra, men om
n &r stort s& blir proceduren omsténdlig. Det vore bra om vi kunde finna en explicit formel
fn = F(n) for nadgon funktion F'. Med lite linjar algebra kan vi elegant l6sa detta problem. Vi
utgar fran sambanden
{ fn = fn—l + fn—2
fnfl = fnfl

Ty = < ff"1> ,n=12,...

Lat sedan
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D& kan vi skriva om sambanden ovan som matrisekvationen

Tp=Axn_1 ,n=2,3,...
11
A= ( bl > |
Tpi1 = Azp = A2z 1= = A"z

(1))

Nu kan vi berdkna A" genom att diagonalisera A; vi far A = PDP~! dar

9 -9 1+5 0
P: 7D: 2
VE—-1 V5+1 0 1=v5
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Det foljer att

dar

och
po1_ 1 <\/5+1 2>.
4/5\ 1—-v5 2

Detta leder till att =, = A"z1 = PD"P~'z; och man far slutligen den explicita formeln
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Vi kan nu ocksa bevisa pastaendet att

1; fn+1 o 1+ \/5
111 = .
R A
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Eftersom
Bl _L—-v5 _ [1-5 4 1
al 145 (1452 6+2V5

sa foljer att (G/a)™ — 0 da n — oo. Alltsé kan vi konstatera att

1; fn+1 o o 1+ \/5
11 == .
oo f >




