1. Beriikna (2 —3i)(1 4 2)2, (V2 +14) —ivV2(1 +iv/2) och (1 —24)? — 3. Skriv foljande uttryck i formen a 4+ ib

(1+ 20)2.
Nar vi raknar med komplexa tal anvander vi de vanliga raknereglerna ‘ -, V3+i oc 1- 21, _ 2 + L
samt i2 = —1. L+i" (1 —4)(vV/3—1) 3+ 44 5%
. N2 . 2 . N2
(2= 30)(1 +20)" = (2= 3i) (17 + 2 1- 20 + (2i)°) For att skriva en kvot mellan tva komplexa tal i kartesisk form (d.v.s.
= (2 —3i)(—3+ 44) a + ib) forlanger man med ndmnarens konjugat.
=2-(=3)+2-4i—3i-(—3) —3i-4i ) ) ) o
648+ 0i412 A N I s
- S 1+i 140 1—i |L+i
S 1Y i
(V2+i) —iv2(1 +ivV2) = V2 +i —ivV2 —ivV2-iV2
=24vV2—i(V2-1) V3+i (VB9 +9)(V3+9)
1—-9)(vV3—1 1-9)(1+9)(V3—1)(V3+1
(1 —2i)% — (1 + 2i)?® = {konjugeringsregeln: a? —b? = (a + b)(a — b) (=3 -1) (\/_ Z)(\/—t Z)(\/_ o Z)\(/\_/_—H)
med a=1—2i och b= 1+2i} _ (VB3 +id ) (V3+i)
; ; 1= V3 — 2
=2 (—4i) = —8i
 (VB=14i(V3+1)(V3+14)
B 2-4
2. Beriikna |2| och z fér 2 = —2 — 3i, 2 = —4, 2 = 2i och z = 4 + 2i. C(WB-DV3+(V3-1)i+i(vV3+1)V3—(V3+1)
- _ . N 8
Med z =z + iy ar |z| = v/22 +y2 och Z =z — 1y.
1 _2(V3-1) +Z,2(¢§+ 1)
z=-2-3i: |zl =+(22+ (-32=+/4+9=/13 8 8
P =243 1-2i 240  (1-20)3—4i) (2+0)(-50)
3+4i 5 |3 440 |52
=—4: =+/(-4)2402=+/16=14
? L’Z|:_4( P 3—4i—6i—8 —10i+5
, - 25 25
z =2 |z = /02422 = \/4 =2 5 10, 5 10,
— _ . = - = —17 — — —1
Z o= 25 25 25 25
Z=4+2i: 2| = /42 +22 = /16 + 4 = /20 10 2

zZ =4-2i 95 5



4. Visa med induktion att
a) 14243+ - +n="0H)
b) summan av de n forsta udda naturliga talen dr n?.
c) 2" +3" < 4" f6r n=2,3,4,...

a) Forst skriver vi om summan med Y -symbolen. Vi indexerar sum-

man.
1 2 3 n—1 n k

[§
14

1 + 2 + 3 +-+Mm-1+ n

I detta fall ser vi direkt att summanden ar f(k) = k. Summan blir

alltsa N
Sk
k=1

Lat P, vara pastaendet

Xn: k= n(n;— 1).
k=1

(D P érsann, ty (VL av P) =1 = % = (HL av Py).

@ Pastaende: P, = P41
n+1

(VL av Ph41) = Z k
k=1

Xn:k + (n+1)
k=1

n+1 n+1
n n

-1 -1
=TT+

2

1 1

= {P, &r sann}

nn+1 n?+3n+2

SCELICES DN

@ Av induktionsaxiomet foljer att P, &ar sann for alla positiva
heltal n.

b) Vi indexerar forst summan

~

Hur ser summanden f ut?

f(k)

A

Flk) =2k —1

Eftersom vi ska summera de n forsta udda talen ska k ga fran 1

till n. Summan blir

> @2k —1).

k=1

Lat P, vara pastaendet

(D Pparsann, ty (VL av P)=2-1—1=1=12= (0L av P).



@ Pastaende: P, = P41

n+1 n
(VLav Pop1) =Y (2k—1)=> (2k—1)+ (2(n+1) - 1)
k=1 k=1
n+1 n+1
n n
n—1 _ n—1 +
2 2
1 1

= {P, &r sann}
=n?+2n+1=n+1)?2=HLav P,y)

@ Av induktionsaxiomet foljer att P, ar sann for alla heltal n > 1.

c) Lat P, vara pastdendet
2" 4 3™ < 4",

(D Py drsann, ty (VL av P) =22+32=449=13<16=42 =
(HL av Ps).

@ Pastaende: P, = P41
(VL av Pyyq) =2t 430+l =2.2n 1. 3.3 < 3.27 43.3"
=3-(2"+3") < {P, dr sann} < 3-4"
<44 =4 = (HL av P, y1)

@ Av induktionsaxiomet foljer att P, ar sann for alla heltal n > 2.

Los ekvationerna

a) 244222 +3=0
b) 28 —1724+16 =0

c) 26 -2i23—4=0

Ekvationen &r en forkladd 2:a gradsekvation. Med w = 22 fas
w? + 2iw + 3 = 0.
Kvadratkomplettering ger

(w+i)2—i2+3=0 < (w+i)>=—-4

. . [ B cos 5 +isin 5
© w=—id2i= {—31' - {3(cos(—§) —&—isin(—%))

och
Vo cos(% +nm) +isin(F + nm) n=0,1
FTVeE V3(cos(—% + km) +isin(—Z + km)) k=0,1
+o5(1+14)
— 5 (1 +1)

+V3(1-1)
—/3(1—3
VELED)
anm. Ett hjalpmedel nar man ska bestdmma cos- och sin-varden

for argument som inte ligger i forsta kvadranten ar enhetscirkeln.
Symmetrier i cirkeln ger manga formler.



c

(cos@,sin )

v

(cos(m + 6),
sin(m + 0))

(cos(m — 6),
sin(m — 0))

0

(cosB,sin )

0

N

(cos(m/2 + ), ~

sin(w/2 + 0))
0

\
7

(cosf,sin0)

0

\
7

N

b) Sétt w = z*. Vi far

cos(m +0) = —cos b
sin(m 4+ 0) = —siné

cos(m — @) = —cos b
sin(m — 0) = +siné

cos(m/2 4 0) = —sind
sin(m/2 4 60) = 4+ cos b

w? — 17w+ 16 = 0.

Kvadratkomplettera!
(w—17/2)> = (17/2)* +16 =0 <

w =

17 /289 64
RN ek g
2 4 4

{cosO+isin0

16(cos 0 + isin 0)

17 15_{1
2 72 li6

c)

OCh nm . nm
cos 55t +isin 5 n=20,1,2

_ a4
2= Vw {2(cos%ﬂ+isin%’r) k=0,1,2
n=0: z=1
n=1: z=1

n=2: z=-1

n=3: z=—1
k=0: z2=2
k=1: z2=2i
k=2: z=-2

k=3: z=-2i.

Satt w = 23. Vi far
w? — 2iw —4 = 0.

Kvadratkomplettera!
(w—i)>—i?—4=0 & wy=i+V3.
Vi uttrycker w4 i polar form
lwy| =1/12 + (£V3)2 =V1+3=2
argw, = arctan % =m/6
argw_ = 7 — arctan % =57/6

wy = 2(cos § +isin %)

w- = 2(cos I + isin 2F).
Vi far
z= Ywy = w(cos(% + %Tﬂ) + isin(f% + 2731_7r))
\?/i(cos(?_” + %Tﬂ) +ism(?—” + %Tﬂ))

.3
.3

n=0,1,2
k=0,1,2



Bestam de reella tal a och b s att ekvationen 2% + az + b = 0 far

6.
roten z = 1 — 2i.
Om cekvationen ska ha reella koefficienter ska aven 1 + 27 vara en rot.

Faktorsatsen ger att (z — (1 — 24))(z — (14 2i)) = 2? — 2z + 5 maste
vara en faktor i polynomet. Ansétt darfor

2 taz4+b= (2 -22+45)(z — A)
=28+ (=A—-2)22 + (24 +5)z — 5A.

Identifikation av koeflicienter ger

0=-A-2 A=-2
= {azl
b =10.

{a:2A+5
b= —5A



