Zw&og och mmo_SmT_.
_, Geomelrisk wo?:m:u av :&q__._d.
mrcp_goaﬂawws;

2x N..m..n...:.mw
3x3 ~ fall et

Rummen R"
—— Det n-dimensionella rummet R”

- De enkla raknesalten
wro,__mju_.on_cx_ﬁ
mmfsmﬂmw#mn

— sz..,m.ﬂro3dm39_hm03

—H Umﬁ:._foa
mj 39,2._%9,359.5@ qz fdm}o_s_om:g_aoa

— ”.._:p.w_.w oberoende

Alternativ definition

En 39,.._.._%2329.5.@ av :dmlﬁ oberoende

— Bas



Geometrisk ﬁogfj._:u av :dm@.

mrﬁ_ﬁ_o:mi stem

Ctm.énr av T%m:

x+m< =1 o .Mxnv:.wN =-1

hac  vi stoit mm i tva obka mn_aas:jg:u

. dels som enskilda ekvationer i :af._ma.

mfe&oamvﬁ stem ,

« dels som ekvationer for :dw.:._ __u_a_:m_ﬂ

elec  ekvationer for m._na i rummel.

Ni ska nu kombinera dessa m«:mm:.. och
ge en wmoo.,mw.,._mr ,nosnsmau av _mms._amu‘

3m:@%3 pb et ::umlﬁ mxé._noamﬁ_ﬁga.

2% — fallet

Betrakta mf&?:&f?Bﬂ

X - /\Hf
X+ 2y =4,

Boda dessa  ekvationer kan vi tolka

som __.:f.umﬁ i Enam_n

X+2y = 4

Wmujwaump X=2,y= 1 &ill mﬁrmémw c_.%I__n_‘
bada ekvabionerna ody dacfor ar (xiy Y= (1,2)
en ﬂczrm —ua.. bada :&WBS\ dvs deras

mfw.ﬁiu%carﬁ




VWmD.iumbDwmmz Bl etl mxm..mﬁwm:a ar _ 3z -fallet

olltséa  de mc:rwmn som ekvationernas -

Betrakla mfmﬁo:m&mﬁgmw
:D,Twﬁ har wn3m3m93w.
X - % = N\
_ wa....ﬂsz.m_n _ADD i 79 T.m. O__._AQ x+< _ O\

_G:umw av ,mma.,:umadmoun_mﬁ X+y+2Z = f,

/ " / /r <9&m okvalion beskrver ett 193 \
/// N rummell .

\\ N AN N x, -

T2
/

. g,

exaki en Eu:mau saknar _mu:m.u

{4, ot & skar égamﬁv {# o 4 ar
pacallelia )

pa Bsnwwﬁ_muo;u

(2 och f; sammanfaller }

x~y=2 Xty =0 Xtytz =]

Losningen X =1, y=-12=1 Cwmﬁ,\__n“. alla tre
ckvationer och darfor ar  fxyz) = (1~ 1)
den punkb som Lillhdr alla tre plan, VS den
ponkl dar planen mdks




rmmjw:umqﬁmn@mma il ett mxw:mqmwﬂ.s ar
allisa de ﬂc:r_wﬁ. som ekvationernas

plan har mm3m3m93+§

De tre _Emn_.sp. av @%5@91 Lill.
ett  3x3 -system svarar mot ﬁwu.pnn_w

roafwcﬂgfo:mﬁ av ekvationernas ﬂ_sz

exakt en |osnin

-

Planen skar varandra

i en wc_jrﬁ.

soknar 105nin

% Planen  ar mga.smsn.

L

73

porameteciosning

T2

Ve av Ebama.m_. m&s?:g\
medan det ¢m&n planet

skar de tva wru:ns.

Tva av _uFJmD Samman —

faller medan det tredje
planet ar mn@.:n:_n )

De tre En:g har skacr-
33@2.5,.%1 som  ar

wp_.hsmsﬁ .

De tre planen skar
varandra uvimed en
gemensam :dm.
wrw.w:._jum:dmj_.. tnnehaller

alla  16sningar,



Tva av planen samman-

?:Q. och skar det Det ﬁn%:;m:umo:m:ﬁ rummet %5

#_.m&m Esow_n C,:um en
:&? . Noe vi beskriver vektorer i m_namw och

rummet anvander vi  elt _Aoo_.mmoa_ﬁ.ufmm:q

Alla tre plan  samman- oh  kan pd sd  salt ange vektorer som
faller odh n_w__n gemensammo w&m&. {u,u,) respektive balbeipplar (uyuz,us ),
planct ar _mmsm:@mzm:mana.

Vi behdver i detta fall tv . P

wE.DBmW_S_.. £or alt beskriva

:
:
: Uzren
i

_OmS«JQmD . e

Vi kan utdka derna _ommrﬂ.ZJmDu bily
m_t_ﬁ.cﬂ/nﬁ Hc::n.cg_rr.v [ wtuncmu_n_.. ?:cfc?:ﬁ:»v
0.5N. - utan ol vi for den skull har

ett wmo_jmwlmrw v som Vi Cm@mw ifran

“Vekiorermna vi far blic pa sd satt

mer obstakta eftersom Vi inte kan
placera dem | ett  konkrel rum, Eml,

vi kan fortfarande rdkna med dem

och thnka oss ndget mytiskt hogredimensiondllt rom

dar de finns.



mxmgwllll

.mr/‘%n._o:mmum__wmqsmﬁ
X, — X, T A%y = X, ~7

IX.!.XN-T.NXwIWXJ "ﬁﬁ

’ADD Vi /..M.ng Omm,mog #rdm. ﬂ\Jﬁm‘ﬁT_QD
i elt i&._Bmpm_.o:m:.n rum  och dar

de skor varandra har Vi gmu:w:muzm:mumj.

\.-‘ —

ﬁ__,mmj._aum_,:wa@mmD blir £.8, el tvadimensionelit

plan i R' vacfor vi behdver tud _ugﬂgmrﬂgﬁ
f&r otk beskriva &mi.u

De enkla roknesatten

Vi definierar Dnimfoaimc,o_?gww..o: och

SCFME._rQ,erJ med skalar helt stﬂouw

med r___,wm.mn:qsmpmmo nella vektorer

TR (PRI B AU Y

= ﬁrf._.<:Cp.-./..u..... ; :J+<Du\

(U,, Uz, ery Un) — (Vi, Ve, -v0 ¥ )

= m;_.lé___Cle_N__ rery _LDI./__JV\

—»AE__.CN.‘-..H_LDU = HWC: rEN\o..\ W_L-Ju-

mrg,_m,qmﬂoacrum

mr&mﬂ.wﬁo&cr*«ns mellan  tvé  vektorer

0= lu,ug,...,ua) och ¥ =(v,v... V)

definieras som

—\F.a "E_<_+:w<w+...+cﬂ..<3.

Om G-9 =0 mmmm_\ vi att veklorerna ar

ortogonala (vinkelrdta ),



h
Om u,v och w ar vektorer och k, 4 &

mrD_m:.mJ &m m%:mﬁ 9:

e U+

<

= V+Uu,

e U+ {(Vvrw) = {u+V)+w,

- kfa) = (kOa,

. k(G-9) = @-(k¥) = (k@)¥

J+w) = G-V + U-w,

—

. e

n h [} 1 . n
Det ar sommao ﬁgrbm_,nuﬂmﬁ som for <93rm9

vektorer,

L _.J.m:. kombination

Om Vi i rummet Sw_:.mﬁ tva  ortsvekiorer

i, odh U, da mwmjomﬁ de _ﬁq\?mrﬁ setk

vpp ett plan (sivida de inte dr parallella).

Med det menar Vi det 193 s0m wn.:x

genom  origo  och ar mug_dzm:_m med U, och U,.

Om Ni vigar fran origo  och endast  far
gd i rikkningacna G, och U, da kommer
vi bl exakt de TCSF_R_, som _._mmmﬁ m

wﬁbmﬁ. Detta bebyder att varje vektor ¥

i ﬁgom_m kan skrivas s0mM

vV = k.G, + NND.N

Fn vektorsumma oav den T\mmj kallas fa¢

en :3&%##03?39_203 av 0, och Oy,



Definition

Zmﬂ ngwaw _AD__o:r Vi en <m__\,mo_.mc§39
av J%@D

V= ki +ki,+ -+ r:ma.
dar k, k..., kq ar mw&mﬁwo or en

:d.m}oaa..:g_n._o: av U,0,..., Uy .

Visa att ¥ =(4,2118) dr en __.d.o,,?

kombination av T, =(1,-1,4,3) oh ,=120,38)

Vi ska alltsa visa alt det finns tva tal k, och k,
sa att

(2,1,18) = k, (1,-1,43) + k,(2,0,3,8),
Vi skriver fmw_mlnmnw som et utbeyck

@2,1,18) = (k+2k, -k, 4k +3ky 3K, 8K, ),

—

och  nar vi identifierar koordinaterna

bdda led fas

= =Ky,
= h_._A_.w.@_KN\
8 = @x.+mrn.

h_ = f.... N_Wf
2
|

Delta liniara mﬁxa,foawﬁ_nmi har
k,=-2, k=3, vilket. alltsd

_mmawjumj

visar ot . .
v=-20,+30,.



En 39«.1&,.9,35?13@ av :Jm}oﬂ:wﬂ:s_ﬁmo:

Nar vi ska ctminrg en vektor v

Som  en :z,.,mﬁrosd._:p_n_.os av vektorerna

.mo:of:;maw ska vi alltsé 16sa ekvationen

| _ |
Ky G, |+ + K| Onl=]3
_ | |
dar r:rr.:\ ko ar de obekanta.

Vi kan skriva ekvationen med matriser

=]
I
i

Genom all 1bsa delia system  far i

fram de sékia r:xf..;r:.

Utkeyek ¥ =1(2,-1,13) som en :&mwroagvs_c.o:

av o= (10,0) | by = (2,2,0) oth Ty = (3,3,3),

Vi ska bestamma ki k, och k5 sé att

Q = W_D_LIKN_MNlTWmﬂMW\

vitket ger m_ncsfo:mmmmwn:gm_u
1 2 3
0 2 3 ||k =]~
0 o 3

Detta w?gfosmuﬁ_RB har _n._vu:._:uma

TN"lN och ruu.ﬂ 1.

!

Altsa ar

v = WQ_INM‘I—NIT —l\_vu.



_|.5,._m1n obercende

Vektorerna  0,,0,,..., bn

ar linjact obercende
om _.:wmj av  Uina kan skrvas som en
:&m}g&__:oro: v de mﬁ@p\ annars mmwm

de  vara _*.d._u_:lw beroende.

Tre veklorer i rummel ar _m:f._mm._n oberoende

o de inte ar roBEQ:Q.

I korthet kan Wi mmua, att {0,06,..., 0.3

ar :J,wmq_o ocberoende om varje vektor i

m%ﬁ::@m: Mumrn:, i en eqen lﬁw;._.jw.

Alternativ definition

For oit underscka om en mgS_mnu
vektorer {0, 0,,..., Gn} ar :S.wl.

obercende Dbehdver vi alltsd kontrollera
om

« U, ar en :dw}oBE:n_ﬁo: N Ty, 0y, ., O,

dvs om debt finns rn,rﬂ:.\xa sd atl

_l___.“ TNQNAIT fwmw I “A_JPI\_.J /

. DN ar en :afwm.ﬂwo:,&._snfo: av U, U, ..., D.J\
dvs om det finns x:hw\:;? sa ath

GN = M-muu*. \mw._“_.w.ml...I*.thD\

+ Un Or en rjf._mﬂrogr?gro: av m.:mm..:;m?:
dvs om dei Ffinns o,y e, S 54 all

CD = Oh_m_tTanleT...uT OADI_ D.—.—l_.

Flest da vet vi om hela mQB:J,um: ar

__.sfwm_,_o obercende ,



Men det finns eit enklace sath:

Sats mQBzJUmD *D:DP:; U} ar r&m..
oberoende
<=
Ekvationen
KOy +kelpt -+ Kolin =0 (%)

har endast den triviala Z_umj_.sumb
Ki=ky=- =k,=0,

Ni kan se att ovanstdende m_nmggmo, o om
vi tex. har en icke-trivial ,mmp__:u dar k,+0
dé kan vi dela bada led med k, och fa

Kk — — k. kn — -
— UuU,+ 1 —2 —— =
_nw y N+x~tu+ + xnC_.,. 0
- ke — ky — ko —
ﬁv QN| WNC_lﬂ.NEm[...IIWME.J

" -_— —
och O_«ZQD_J om Cwu\m_:_+hu:w+...+a:c:
L
da ar
Lo, =0, +f0,+ -+ fallnp = 0

och  (¥) har en icke—Lrivial _mmjmbﬂ.

><uwﬂ om vektorerna T, = (0,3,1,-1),

_..lhul £ ~®~O_w_ﬂu Oﬁj | Cw “.Ah_nll_ﬁ_:Wv Qn_l

:&m} obecoende .

i ska alltsa underseka om ekvationen

. 0
k, w + k,
-

- O
A
S

o O O O

endast har en EMJE@ (k =k = ky =0 ) eller
Oma_.\:._@_n _jn.,:ua, Emsm:@uﬂ ﬁmDBBOWmﬁ_mu:._:mu.
Genom alt oddera ihop vdnsterledet far vi

ok, + 4k, °

3k, =Tk o}
K+ 5ky + kg o
=k + kg + 3K, [+]

eler med rakneschema

0 & 4
3 0 -7
5

I3

(o o BN e I e

-1



Om Vi @g&mm_._a_.:mgﬁ kommer Vi

L slutschemat

o __u\v

[ B v I B
c o oD

o o
]
G o R

vilkel visar alt vi har en parameter-

_mm_\,_._oo‘ dvs alt vekteorerna ar :d.m:.

beroende.,

En 39#:%9.35915 av r obercende

Vi vet ot {0, %,.. 0.} dr :e.m_:

obercende omm (om ody endast om )

ekvationen

[}
ke [ G [+ o0 + ke C... = @_

_ J
har exakl en #st._am p=--- = kg

Med malrisec kan ekvationen samman -

fallas som

=~
—

: =10
_

AL bestamma om  {0,,.., 0.1 4&r linjart

oberoende ar samma  sak som ail under-
seka om wfs_:o:mm«m_ﬁnsa.w

D_QN...EJ %
| |

har exakl en ,mmD.:J@.



mme_um#

Avgor om @&, =(0,0,2,2) , G, =(3.3,00),

a; = (1,1,0,-1) ar ::{._ﬁ..:r oberoende .

Motbsvarande mx<9¢ozmm<m_~m3 med O;<na
som Kolumner blir

1
I
0
o -

O

o]
0
o]
M)

PR O O

Efter wﬁcumm:ﬂjmsmlsu far vi slutschemat
o
o]

|
0
0 |
)

oo -0
<
o © 00

Systemet har exakt en ,mm:_.;@\ dvs

vekfocecna  ar ::,‘_wlo oberoende,

_Mxmjamm._

Avgor om @, = (3,8,7,-3), 0,=10,53,1),
Uy = (2,~1,2,6) och Oy = (1,4,0,3) ar __.:..._m_,w

oberoende,

Staller wvi Lpp mr<9_p_.033.m_nn3n.n

3 1 2 |
8 5 -~ q
7 3 z o]
3 -1 6 3

E ol -~
wooR -
o 0 o @

sa ser vi att m,\m_nns:m_ﬁ ar kvadratiskt
och Vi Kan ozww_d om del fians exakt

en ,mms._:u genom att berdkna determinanten

3 1 2 !
8 5 V8 | - ppg #0.
T 3 2 0
-3 = [ 3

Eftecsom determinanten ar nollskild  finns
exakt en Jmm:.waw. dvs vektorerna ar

:&mﬁw oberoende ,



Exempel

n e —
?4@0_. om 0, = {2,001, U,=1(325),

U, = (b,-11) och G, = (7,0,-2) ar’

:d.m% oberoende.,

mrcgfo:mmﬁ_nmsm_ﬁ blir

2 3 & o]

o 2 -1 0O o

i5 b "2 10
Eftersom vi har et :wun:mm 5030@9#
mﬁ_wm:: sé kommer vi alitid f& en mg_ﬁém?ﬁn

_mms._ju__ dus vektorerna ar :dm} bercende.

Det ww;oﬁ adlmant att om i har

flec veklorer ‘an rummels dimension ar

de :&w} beroende.

Bas

Nar vi 43{._@_. elt _Aoo_.n::nga_nnq: I w_n:a_ﬁ

AM:,.UQ. Vi D_:.\_._n_ tvé mn__ﬁmuwagsm:ﬂ» basvektorer

eftecsom vi vill alt de spanner upp hela
anmw (och inte bara en :dmu. Vi s_u_&nw

allbsa  vektorerna 54 att de ar :dmxn
oberoende,

[ rommet éwgm_] Vi tre ﬂnrnurosigsg

o

basyeklorer sd aoft de u_umspnﬂ vpp hela EBSmf

dvs Vi ,&dmw basvektorerna ::{._wa_n oberoende

| R" mwum_\ W alt n st vektorer

Uy Uz, oe., Un ar en bas om de ar __.:,_.9;

obercende. Vi kan da C_&..an; <§C.m

vekbor ¥ som en umk :s,_.m..roqsfsa_n_.oa
av uitna,

< = T_d__u*km.ﬂ..ﬂnﬁl... -+ _AJQJ

Talen ?:ws..;r:v ar s koordinater

\ basen .mﬂ:_...\ st



L3537 _

Anvand malriserna ﬁm_, BA och AR
i mxm:.%m, 326 tor att visa atl BA
nﬁ. uﬁmu:,:umb y _:u.m:_.wﬂon och att
AR ar ummu::uﬁ,_ [ :dmo uﬂlun.

L 3.37
forts,

Zp_mlumﬁoﬂ_cxwmwas fran exempel 3.26

sa= (0] on me= (7))

1]
Vi ska Yta fram matriserna tor

1
anr

wmmw_m:ua%lof ) unuﬁ och ,unaum
odn  visa att de makriserna ar lika

med BA _,mu,mmr_n._,\m AB,
Spegling_i_y=x

Standardmetoden fr all bestamma
mwmu::umB;m_u_mma ar att underscka hur
de i basvektorerna & ot & speglas.

Vi g__uJSﬂ med €.

For att —m._n.ﬁ_.m se TCﬁ e mwmu_.»m

delar i upp den i en _AoS_voMs:_n
wg_..n:m: med w_._w_nzmawnj (1,1} hos
_..:,_.mp y=x och en rogﬁuogbw

Vinkelrat  mot (W), dvs.

Det ar nu enkelt att se hur _«ozmaaawm_,os

mwmw__gu

el ) & = POy e




L2357

forts 2

Basvektorn &, avbildas alltsé pa
g, T_.o%:sm_ — w—.o,.r__;.r €,

Med siffror far vi

) - {1,0}-(1,1) 140
Poyon & = —amE M0 T e Y
= m_H\qWV 7
_uﬂou:_s._.m_ = g, — ?.Orv:_:m.*

ochy
POlam & 7 P Y &
=(pz)-(p-5)=0)re
Basvektorn &, avbildas alltsa pi &, .
Av m,\ssmw:mrm, ser vi ott &, mdste

avbildas wm. £,

En mvm.@::@ i Yy=x hac darmed
makrisen |

o |
D

vitken ar lika med BA och visar

att resultatet av m9339;mw$23um3

L)

ar denna, mvm@f:@ .

Spegling i y= %
Istallet 3 alt bilta wmr hur bas-

vektorema speglas &&wﬁ vi en

wo%inr:@ vekbor @ = (u,u;) o ser

hor den mmm&;u.

Vi delar  upp vekborn 1 en
roSﬂquB*. ?Bzmz wmed mwmu: ngs-
/.#@mpm ﬂ__fwg._su (V-1 u och en



1237 | L3.37 |

forts. 4 _Aosp.ﬂomba_w ﬁbfm,ﬁwk .3.o+. Lorts, 5 v 2 c.um:w (1,~1) — ?:cpu

riktaingen (1,-1),

= m U, =y IC.;. .lhc.-.znqiﬁ.mu

// = ﬁ.l_LN..I:_.u

R Vektorn L, u) mmnmﬁpm allisa ﬁo.,

vektorn (-u, —u, ),

eoy,, Dk . -
(-
PTCuqg /\,..Ju_.d:_-;.rﬂ
~

~

. MTLv _ -u, - O -i u,

/ -
—\m_ -1 6 P_m.

o = _u,.o,_:.‘;m + Mu..o,_:_i._.m, '

En mwmugwju 1 uulH jgﬂ darmed

mﬂum@mfniﬁoﬁs ar da 39*\1 sen
/// h o -1
// “1 0
» — Vilken ar bka med AR och visar
Projn - .
N all  resoltatet av waés,_m:msﬁasuma
“P O & z/ W
_ N ar en mwmm__.au {oy=-x,

S(R) = Tﬂou:.-aﬂ - T..Orw:_':pm

= _u_.o,w:..:m - (7 - m_.o,f__-;mu

c

- mnof?_-c - u

{u,u)-01,-1)

RIS

=2

0,-1) = (u,u)



L3.40

- m—

Om A ar en mé:n__a:u.az m_s:m_ﬁ

eller Q_Bn_mz pé sig sialvk sa

definierar man 8- heltal n>0,

AT = A A,
J.ll\
n st

Lt >nmo-_%

I o

Db Berakna \_/.MH A och }h.. Tolka
resoltatet @won,m_nnmxw.

b)  Bestam A Tf.@o%&nr:@p

[.3.40 ,}

forts.

helbal n.
a) Vi far
= )12,

Om vi tittar umo_sm_:‘arw sa
ser wvi i A:s kolomner att
Q,&_o:m:wau som har matrisen A
avbildar basvektorerna &, = (1,0)
o E=10)) pd & resp. -€,.

A _ .
— L€,

Ay denna Gmwr_.Z:w:u ser Vi
att 946;&35@m3 ar en 5...&:3@
med vinkeln T/ moturs,

Matrisen AE svarar dd mot en

MDEBQ:mw_nr:.Bu a E..i:..:@g med
Sig &Ef dvs en ,:,&:m:u Wfo .m_v_q_.
av en  vridni ng /. Med andm

ord ar A" en 41&130 med

vinkeln T© moturs,

Di samma sott £4s alt A® = AAA

ar en éu&:._a& med vinkeln 3T/2

moturs  ody att AT Gr en



L 5.40
C forts. 2

b)

f..&:._:u elt helt varv.

L3.43

Av den umo.ﬁmr,._mrs fmmrqzasum:

v A

ser vi alt efter fyra

mpasaaw_&a:unw har i wridit
titYbaka iV C_mwm:uiw@m_n.
Det Jom_nqmmw

A=

alt

A=A =
A= Al
A= A=
A= A" =

sammanfatia detta

[,

om n= 4k f&r
D.m,@ow heltal _AH

om N =4k+l For
Miget heltal K,

om n = 4k+2 for
ao.,wo_p heltal f

om n=A4ks3 for
Dm,mow heltal k.

Ge mxﬁjm& pé tva __.Jma,
Diu:n_D.SmDﬁ A och B i w_gamw

sédana att
AB=0 men BA +0,

dar O & nollmatrisen Awwu

Lat oss forst 1osa eft enklare
w.‘oimsa . Bestim  tva _mdme, avbildningar
A+0 oth B*F0 sa alt ABR=0.

[déen ar ,nmggon_m‘, lat B vara en
mﬂof.umrfoj pd <19x&3. Da 1&?3 V)
B alla vekiorer s a de dr m»a_:m__»

med <19xn5 )

sedan later vi A vara en wﬁo,wmrioa

]

pd X-axeln.



L3.4%

forts.

L 3.43%

Alla  vektorer TQQ,__@:; med /\-_Sxa_b _ forts. 2
kommer da ?o,.v,_hmw& nec pa nollvektor.

A
PN

Nettoresultaket lic atl  sammansatiningen
AB  avbildar alla  vektorer pa nolivektorn,
dvs AB=0,

Preblemet med denna konstruktion ar
BA =0

w-axeln odn sedan mm 47835 resolterar

okt u_ﬂ?_mj ﬁmﬁofwwmmg forst  pd

oksa 1 nollvektorn ),

En fmus._ou ﬂm Toimam_ﬁ ar atl
betrakta en mpsassmw@gm:@ av
typen ARA, ddr dc som
tidigare  odn m o en rotalion

med  Ninkeln T2 moturs,

Vi fae da 3?3:@% att >.$..ﬁ

wﬂo,.u._nmgw ner vektorn wm X-axeln,

-

R wvrider vpp vektorn  Hill ,\-sxm_b\

o

acn A map.mom&_. nee  vektorn il
jo,fmﬁ_noﬁ D '

il

Allksa ar  A-RA =0.

Om Vi behandlar _‘ RA som en r.da..%

E;o.&:._bu ot ,oiumﬁ Es.am P av-

_o:mjwsug_ﬁp RA-A De  Fdr vi



L 3.43
foks.?

1.3.43

ott A projicerar  pa X -axeln, o o
. a  ar

= ;
IT >mﬂhww

medan

-~

A TS,._.,RQ.. 4?9.:@93 en @m:u

[T

pa x-axeln  [vilket inte Forandrac pmuoi\ BA = ﬁ o o

I o
A
\l‘J |T‘

och R wrider Lpp vekkorn Y /\nsx&?

=

Vi har darmed att  RA‘A + 0.

Ti T

Om Vi ém% i

. o
A= %ﬂou_wﬁfav? pé x-axeln = ﬁo OW

B = _wnd.mrfoo wm, x-axeln ﬁm@.ﬂ av
eq rokation med vinkeln Tz molurs

- (03)lee) =00 )



- , L3485
L3.44 A Ett  visst omrade D ,_u_n:l.‘ forts,

| de tre fallen har vi

har arean 2 ae, det aybildas

J
A 0 o f
_5,_91( pa ett omrade D', _ a) * “ w_ _ L lenel — Iﬁ
\itken area hac D' om matrisen
or QZG.L&D..D@ND n_mﬁ Vu — n_, W. _" 1112 -34 = OH
v3
nL ﬁ 4 :Q / s
C _ _ =}15-34 = 3,
b) ﬁ ) ww ﬂnmwnrﬁ_cn v 4 15
4 1))
<) ﬁ b3 S Bildomcddels area ar dacfac
b s ) -
a) area (D') = |-1]: area (D)
Sambandet mellan arean av D =12 =2

ooj. arean av  bildomradet U\_ Uv area (D) = _O_.o:.mQ :vu = O\

n..v area, :u_v = :V_ - area :uV
= %2 =6,

area (D) = |det A area (D),

dar A ar malrisen 3¢ den :&mﬂs
avbi \dni D@ma ,



L 3.45

L 3.45 w En rqoﬂv K i rymden avbildas focts. Ni  har
| :dmln Tm _A_.o_uwma N& Med <o_w§ 3 ve,
|2 3 L2 3
Vitken volym har _A_,o:ug K om a) T Mv =10
%?Esmo@ma mateis ar 71 6 o o
(12 3 - 1. | 25
a) Lo o1y * 6 P “ = "6
7
V - b L2 3 mv I 2 3
23 v L= Qm.w =10 -3 -
b) N T 0 -3 -20
T
-3 -2
= 1 = 34,
-13 =20
Sambandet mellan <o_<33 av K
oh <of§m: av fu:n,rﬂo_%mp. X.\ Detta ger alt

Qv 40?3?& = 6. ,SJS;V

& 4053 (K) = .m_vl <o::3:A_v = E\mﬁ
ar
<013:AJ = |det A" volym :Ag\ b) <OJS (k') = 34- <o_<3:Au
= 1 N3
dar A ar malrisen For den :de < <o€3;q 34 <o_<3“z a4

94?51:@&3 .



L 4.8a

forts,

L4g

><@mﬁ om vektorerna

(123,4), (-1,3,0,2) och (6,7,0,5)

n

ar ::r,,m} beroende eller @_.

Vi kallar vektorerna %m.w

v, = {1,2,3,4),

N, = Trw\o&mv\

Vi, = (6,7,0,5).

i3
De tre vektorerna ar liniar

bersende om en av dem kan

on

skrivas som en __3,_,9}03539_9.03

oy de andra tva, dwv.s. om

)
NV, = a¥,+ by,

eller _
A\N = CV, =+ &c.u\

Ftt  sall att undersdka  alla tre
fall _un., en @ma@ ac ot stalla
Upp sambandet

k, ¥, + k¥, +k9; = O (%)

odh se om det Tinns sa.do: _mm:_.:u
ki ko, k3 som inte ar Erivial (dvs en
16sning dar inte alla k, k; och ks or noll
Om deb t.ex. Finns en l0sning dar k,*0
da kam i nimligen dividera bdda led i (*)

med k., o fa

men om k =k =k =0 kan vi inte

skriva en vekbtor som en :dm:.l

kombinalion av de andra vektorerna,

———a,

Fl



L4.8a

- forls. 2 '
Det hela handlar alltsé om att

bestdmma _a__umD._DwﬁgD Ll
k, v, + kN, rw/lm -0

Med siffror insatta  kan Wi cﬁQnrg
ekvakionen som
-\

kel 5 |k o |+k
2

Lo o
whoo =1 e
I
o 0 00

eller
k, - k +6ks
2k, + 3k, + Tks
1k,
ik, + 2K, + 5 Ky

o O O ©

Detta ar ett  linjact w_Qs,u.oam,\mrmS

som Vi kan \osa med wpc&n:ﬁa:mlzu

-1 @

—
S UERE AR

P pow

o~ U-\O\](l“’
o0 oo

o won
J
o
oo oo

o 00—

L 4.80
forts. 3

1 - & o}
o {1 - ) %GNV
c 3 -8 o ~
\'0o &6 -9 |0
{ | 0 5 0
L o "
00 -5 fa} Q
.0 0 -3 o¥
{ i o 5 o )
0 b - o ~
RN
0 0 -3 o)
{1 o o o
o I 0 o
oo 0
\ 0 0 o [o]

Nu kan vi avlasa alt _n__vmzjum: ar
k,=k, =k =0,
vitket Vo_camnﬁ ott  vektorerna inte

L

ac lintark ,omaoms&mu dvs vektorernqg

dr lindrt oberoende,



o

A vgor om vektorerna
forts,

L4.8b

(L,2,3,4), (-13,0,2) och (6,-8,6,0)

ar :_dm.,_n beroende eller mf._.

Metod 1 (med determinanter )

O v o=

m vektorerna VY, T:th\rv\

N, = (-4,3,0,2) och V3= (6,-8,6,0)

ar :a,._ml beroende dd spelar det
mawms roll om i Emwm... till en
mr._m&m vektor AP . mQB__S@mD .?:aﬂa&ﬁw
ar fortfarande __é.q__:_m beroende

(eftersom W, V2,V ar debt ).

Om & andra sidan §,,V, odh Vs

S :dwq oberoende och vi Emum_.
Bl en @w&m vektor V4 som inte
ar en _m:,._m.wro_sg:groa ov YNz V3,
da ar mQBf._:.umD 19, %, 95, %} fort-

Carande linjarl oberoende,

_Pj,mnwjmaama B ootk v owill Euub .
W en &w&m vektor ¥, ar att

om Ni har f:&. vektor i R sa
kan Vi avgora om de ar :d.wl‘

.vm_ﬂom:um med determinantvilikorel

< {9, %%, Y] ar :dmﬁ_ﬁ beroende |

Satter vi T, il en godbycklig
vektor ¥, = (a,b,c,d) och determinanten

BMie noll oovsett huc v ,&gm_, ab,c
och d, da maste ¥, Y, oth ¥y Vara
:dm} beroende Ar dacemot determinanten
skild fran noll for wissa a,b,c och 4,

da ar {9,%,V, % :D,wwlh oberoende
(§5¢ T, wed dessa a,b¢,d) vilket speciellt
,omf%ﬁ {9 %, %) ar E%

oberpende



L 4.80 L 485

| vart fall blir determinanten

forts. 2. forls. 3 I Mu [ 4
I -1 ¢ a | . 30 6« =12 1 0
2 3 -8 b 4 2 o 5 2 0
3 0 6 ¢ = 6 _N _._ = (-{22-14) =0,
4 2 o 4 2
bl 6
Kofaktoruvtveckia Eaum &m&m kolurnen i 23 -8 | ={sarrus} = 3.0+ (-):1-8) 4
| 4 2 o + 622 = 634 ~[-{-8)2 = (-4)-2-0
2 3 -8 [ -1 6
= 0+32+24-72+16-D =0
—al|l 3 o &6l +b}3 0o & J
Y 5 o 4 2 o ! e I -1 4
. 2 3 b= 2 3 -2
[ IS b= ¢ 3 0 ¢ 3 o 0
— C N \«uu I@ + & M .w lm _ w -1 h“
4 2 0 3.0 ¢ _ 3 -L
= 3 {C1)f12) =43 ) =0.
Om detta c_mﬁQnW ska vama noll For ety =43
alla  varden pé a,b,¢c och d da mdste Alksa ar determinanien lika med

de fyra minorema alla vara noll.
—a-0+90-c¢0+d.0 =0

Vi beroknar minorernas Varden __
covsett hur vi ,_a&mﬁ ab,coch d.

2 3 -8
L w e} 4 e .MMQ_:.CMM = 2.0:.0+ .,w.@.hq .Om .—h\ﬂm /___N‘f—_”.Oq;m_lJQ /I\a._ I} QN Oﬁ‘j /|\m
9 2 0 +8}3 2 ~ 814~ 262 ~3°3+0 ar :d.ml beroende,

= 0+72+48-0-24-0 = O,



— . i ~

L4.8b | L 4.8%
ﬂo__lfu. N— . .ﬂo _..WM ' —lU ‘ n n .
Zlmw.mu.mﬁlml Tﬁmn_ mncm.m&._g._:mljuv or Diu _OMD m%u.ﬁmgm# @DCmmm_mB_.DmD»ﬂ
Vi
Vi %an mzuma om vekltorerma ar -t e ] o %M@
" . M W lm O
_._sf.g_ul. beroende eller inte genom atl 2 o0 6 10 v
1 n . v f h_ M O O
undersoka  vitkka _ouz_:wsw ekvationen
1 -1 L B4 o]
2 3 ¢ ° 6 5 -0 | 0 |®
k,y 3 1+ k! 5 +k, -w - 6 3 -2} o0 ~
4 0 \ 0 & =24 o
; ° ° {4 6
- o 3
0 -4 0 QNV
har, Om det bara finns den Lrviala 0 3 -n | o mv ~
_mm:__awm3 k,=k,=k;=0 ar vektorema Lo ¢ -24 | o
:de..%w oberoende odh om vi bhar .m.wu_. ﬁ n_V ..,_u -M w \
wpagm_ﬂmlmms._aw s vektorerna rs,_aln o 0o o |o
\ 0 0 0 0
beroende, o /
Om i skaiver ekvationen med matriser _ Eftecsom detta JETS har en
Car N mpﬂ%jm_nmlmm:.,:w {dvs jcke-briviala
_N M ,m ,_M. B w ,mmjmpua_.v ar vektorerna linjart
30 ¢ || o
L 9 o J\b o beroende,

(Notera all den forsta kolumnen, som
svarar ™Mot Ky, ar lika med vektorn

som hor ;,.o,u med k, odh moksvarande

galler andra och tredje wo~c3:m3,v



Verifiera att vektorerna m_H:.m::S\

mmuli:_lw__rrOu och Quﬂ:mg...rm_Qv mﬂ
_m&mﬂ_ﬁ beroende . Cthnr G, som en

:d.m_. kombination av T, oh us,

Nektorerna U,,U, oh O ar linjact
beroende om ekvationen

K O, + koG, + kyG; = O
52, mnrmtrli&p #mu:ms,mgﬁ _ﬁ_ rm _#w .

Om Vi ovecrsotter ekvationen kil

matcisform 50 vy

l_ _ _ K, |
U, u, T8 k| =1 8
)
eller med siffror
o2 o
2 -3 " 0
WN =

I =1 ? K o |-
i o 7 : I

L4419

Vi ug&mmrg._:mﬂﬁ

!
2
i
!

o 0O O -

o o O —

o O o -

!
-3
ol

o

Infor vi _Au

_wm:._auma

:
k
L

iz
-1
2
<

©C Cc o o

12

-25
-1
-5

C o o o
2

1
S
C o o0

¥ O O W
©c Cc oo
—— e

som . Tnﬁs_jﬂ_wmﬂ Mar i

-7t

5t (t wnagm_ﬂnﬁ uu
i

vilket _omf_n,mﬂ ot

-7t 0, - 5td4, +1idy, =0

far alla varden ﬂmw.



L4.9 |
forts. 2 o_“,gﬂ;] 1) ﬂ._m_h 4%3&0 mum, .f_ tlex, .ﬁuﬂ\

For vilkka a-varden c_...umﬂ

{Ga), (e, (a1, (a4, 1) f

Fae v .
en bas i R'7?

|N-.|\_.._ lmmml*mu = D

. = I.lllﬂ-ll lldlll . n r
< O 5 U+ U, Vekiorerna Dbildar en bas for R

om tva vilkker ar CEVI_EQ

_v deras antal ar lika med

rommets dimension, dvs m_\ och

NJ de ar :D,wmqw obecoende,,

Punkt 1 ar cm_ufﬁnw- or all
_Uc:r_rw ska  vara c_%f.:n_ ska

ekvationen

\ | i Q

\ | a [

a i i m

a

e~ L= -]

bara ha den _C.?._&e, ,WMDmD@mj

b=k =k, =k =0,



L 4.10 | L 410 |
= Arc?__ﬂwo_‘cfmnfs forsta .ro#c_ﬁsmnw

forts. | 39_n_.w3m0ﬂ3 W:ﬁ mr<9T.o.Dm3 forts, 2
[ 1 { a r_ IS a-—1 |-q
oba k. o = —{a-1)
! a | | ks = o i l-a 2-a-a*
— —{an1) a—| [-a
m*-*.. <.__:AO_| %WW D.E.l nwm._ﬁ*.m» Mv_m_hn-.b O I-2a-a°

ska ba exakt en ,ij_.au ar att . = :?-L»S-ND-QJ

koelficientmatrisens  detecminant ar

skild fedn noll. Vi beraknar dgefa- Vi ser olt delerminanten ar skild
determinanten fran noll om
“ ,_ .M., ﬁw (2 a~1+Q0 och 3-2a-a% +0
n_r o_, “ __ dvs

a +-3 oth a=+1

| f I a

_ o 0 et i Svaret  ar alltss ot vekiorerna dr
0 a-] O I-a
0 I~a ta t'-a? en bas om a+-3 oh a=+1,

= { kofaktorutveckla farsta kolumnen}



L 4.1

Visa att  {(110,2), (0,3,2,3), -1,0,1,2),
(1,0,4,0)} Utgdr en bas | R,

Bestam koordinaterna for vektorn

(\n-1) 1 den nya basen .

i &mmm_. vektorerna bil}

Uy = (1,1,1,2), G,=(0,,2,3),
O, = (~1,0,1,2), mh_uT:o_h__ou\

v o= :L____l.u.

Om vi tittar mm vad som behover

wmgm ar det att

. Fiest visa all ekvationen

kU, +fwm» +fu Qu + r:.c.:_ = 0
endasy har den Lriviala Pmm:._:@ms
k= kp =k, = k, =0, for alt visa

att  veklorerna ar ::,um} obercende
och darmed bildar en vgm\_
. sedan 18sa ekvationen

V¥ = ¢ u, + n~m~+nwmu+n;m€

or ot bestamma Vis Wooﬁn_mbe;umﬁ

An:ﬂp_ﬁ@‘ ﬂr._u m TQMND -—MC_.SN__rustW.

De Lva ekvationerna vi ska 1dsa

f_m_ + fwmw -+ _Ammu + _Ar._wf =0

<l

C,l, + Coll, + G3U3 + ¢ g =

har samma vansterled  och  kommer
ha samma typ av _mwam:um«smdn,
(exakt en _ma:r..u eller wgﬂgm_aml_o_m:mdv
s& det racker med ot vi loser den
andra ekvationen, Om den andra

ekvationen har exakt en _mm:msu da
Visar det mng*.._n:u,n all den forsta

ekvakionen har exakt en _mmjmau.

Den andra ekvationen blic 1 matris-

form
_ _ _ _ = _
0, Oy mw U, S L
LA
. _
dvs
I ¢ |
! n 0 0 Cz 1



L4

forks. 2.

Vi l6ser mwuwmamw med wgc&m_._.amoml:u

{1 o -1 - 1

| 1 0] ¢ ! N
! 2 ] 4 i

\ 2 3 2 0o |-y

(1 0O -1 ~ Py

5] ! | i 0 m@ o
G 2 2 5 O

L0 3 4 2 |

{1 0 -1~ TR

o I | ! o) ~
0 0o 3 iy u
‘oo (I 1/

1 8] ~ -1 _J

0 | | | o ~
R T I

* 90 0 3 s )@

{ | 0 o -2 2y

o I o 2 | - N
O 2 Y S

S 0¥Mw

[V 0 ©o o | g 3

o i O 0 -1

0 o {0 _

VO g 0 0¥

Darmed har vi visal ott {0,575, 0,3

ar en bas oh alt vektorn § har

koordinaterna (2,-1,1,0) 1 den basen

L4.14 A

En :@mﬁ QZZ_A_:E@ v typen
mmh_urv R har (med avseende TQ,,
mng&g&vsmmav matrisen
| 7T -1 5 4

5 3 4 o
Vitka ar bilderna av vekborerna

2 2)7?
(1,0,0,0), {0,0,0,1) och (1,3,-2,2)1

Bildveklorerna bhir

T -l
> 03

£ oW
(o=
SN

LN
W
o
<




L4g. 15 _lﬁ_m (1 0 © | 331X, -,

ZWSQD <Q:...,Q§*mﬁ39 ﬂR:RN\Hw\ UPV forts, o 3x, ~
] 0 o I IMR- INQMH!# Unu_ +Rh_ w
och  (y,9,y5) rdder de __393
MQ:JUDD&WJ ( n_u O B
! 0 Xy Ix, XAy~ Xy
VO D | camy-2xy axgr Xy
% = 3x+ x —x ST
YTY = % -x + Iy Altsa har Vi
T YTy = Xz = X3
Y, = wH_ +..k~ Iun.w»
Ciu.%ﬂf/ E:mf&wu Py, g, 00,) Yo = =X +2xp -3y,
Onr Q:Jum. Bg_nﬁ._mma ﬁm;. 30#33330_@ Y = -2 = 2%, + X343, .
:3«._0___3 Q,_&:n_am:@. Skriver Vi della med matriser
Yy, 3001 -1 o™
XAy
oL ) mwN = - 2 -1 il | -
Metod. 1 { med mo_cmunr::__sn:a@v Us -2 -2 ] ’
—— e %,

Vi ser sambanden mellan x- och Ser vi att den :Jz_uma, QZ_D:.n_E.:u

c-ﬁlni@.:? som ett ekvations- som tac (o,m,%,%) E (9 9,95 )

system dar vi ska 1dsa Ul y;ina or makrisen

i termer av xjina, Vi mgcmmm_ma_.:m&ﬁ

3 1 -1 0
(1 0 o 3x+x,-x -2 - -
Lo I T X Ty ~ -2 -2 l 1,
/* | 1 Ay — X3
[ o o wnm_..—‘hnu.lnﬂu
¢ 0 | S200) QG + Xg Xy M ~
\ 0 -3,




-

KL

forts. 2

Om  vi skriver sambandet med

matriser
| 6 o Y, 3 1 -1 0 uu«n_
N uw
Loy Ys 0O 1 -1 o x,

Sa ser vi atk mu<mﬁ.\03 ar lika med

Y, 1 o oyl 3 1 -1 o x,
Y= 1 0 1 I -1 0 | 2
y I T %3

3 0 1 -1 0 x,

Det sterstde ou bara ol rakna .

Inversen  bestdmmer vi med den

.,53:@9 meloden

L4005

‘

| [»] (o] i 0D O
1 ) | 0 I 0 ~
/ﬂ i 1 0 o 1
(1 o o 1 0 o
s o i -1 _Onu ~
S -1 0 1
fF 1 0 0 ' o p
0 | l N v I ~
VO 0.y ch
f 1 0 © I o o
o 4 o] o -
0 6 ol I ¢

dvs
I o o Nl I o0 o
T B — 0 -] |
b i B
Vi far nu
m__ _ 0 o} 3 1 -1 Q x,
e =1 0 %
Y il Y R o | - X
ey
3 1 -1 o *
Xy
~Z -2 | ! N
n—

oh vi kan avldsa matrisen for den

:3..7_“.3 Qz,o;n,:._n@ som Ytar xj:na 1)

m._"DD kil



