Avsnitt 4, Matriser

‘W214 Berikna AB da

a) A:(é i),B:(z g),och
0 ae(3 (2 )

Forst maste vi forsakra oss om att matrismultiplikationen verkligen gar att utfora.
For att det ska ga maste antalet kolumner i den forsta matrisen vara lika med
antalet rader i den andra matrisen. Om vi skriver matrisernas storlekar under
matriserna i produkten,

sa ska alltsa de inre indexen vara lika, vilket de ar i detta fall. Produktmatrisen
kommer har samma storlek som de yttre indexen

A B
2X2 2x2

d.v.s. 2 x 2.

a)  Matrismultiplikationen gar till som sa att rader i den forsta matrisen mul-
tipliceras med kolumner i den andra matrisen

(i) (85) - (= =)

(1,1)-elementet i produktmatrisen #r produkten av rad 1 och kolumn 1,

1 2 8 7\ (1:842:6
3 4 6 5)
De 6vriga elementen far vi genom att multiplicera ihop raden som har sam-

mar radnummer som elementet med kolumnen som har samma kolumn-
nummer som elementet

(=G D- (2 ™)

2 8 7\ 20 17
4)(6 5>_(3-8+4-6 )
2 8 7 20 17
4)(6 5) (48 3'7+4-5)

(aa) (55) = (s )

¢)  Matrisprodukten riknar vi ut pa samma sétt som i a-uppgiften

7N
W = W

Alltsa ar

(2% (B ) - (S 5
() ) - (=,
<_; 2)(—;1 :;):(5~4+_27-(—1) _8)
<_;> ;)(fi :;)_(Ig 5-(—1)182-(—3)>
() 2)=(w )
W215
0 3
a)  Berikna (2 1 4)(2 3).
—1 2

b) Visa att for matriserna (f ; ;l) och (2 1) ar endast den ena av de bada mdojliga

produkterna definierade. Berdkna denna.



Den vénstra matrisen har storleken 1 x 3 och den hégra 3 x 2. Matrismulti-
plikationen #r alltsa mojlig eftersom antal rader i den vénstra matrisen ar
lika med antal kolumner i den hégra matrisen. De inre indexen

1x3 3x2

| I—

overensstammer. Produkten har samma storlek som de yttre indexen

1x3 3x2

d.v.s. 1 x 2. Vi far produktmatrisen genom att multiplicera raden med
kolumnerna,

0 3

(2 -1 —-4) 2 =3 [ =(2:0+(-1)-2+(-4)-(-1) )
-1 2
0 3

(2 =1 =4) 2 =3 |=( 2:3+(-1):(=3)+(-4)-2)
-1 2
0 3

(2 -1 —4) 2 =3 |=(21)
-1 2

Satt

5 4 -1
A_<_1 9 3>, och B:(2 1).

Matrisen A har storleken 2 x 3 och matrisen B har storleken 1 x 2. Detta
gor att produkten

A B inte dr mojlig,
2><u><2
£
medan
B A &r mojlig.
1XUX3

Produkten far vi som vanligt genom att multiplicera rader med kolumner,

(o) (7 5 7, ) - ( ZessEmeED )
(o) (D05 )= mamwm )

(mom) (] 5 Ty )=(9 9 2enEE)
(2 0)( 5, )= m)

W217 Beridkna AB da

3 -1 4 -1 4 3
a) A=| -2 2 o0 |, B= 2 -2 0 |,
5 -3 1 -3 1 5
2 -3 1
b) A=B=| -4 5 3 |.
~1 4 -2

Eftersom bada matriserna dr 3 x 3 ér deras produkt definierad. Vi far produkten
genom att multiplicera rader med kolumner,

3 -1 4 1 4 3 3.(=1) 4 (=1)-2+4-(=3)
a) —2 2 0 2 =2 0 |=( (-2)-(-1)+2-2+0-(-3)
5 -3 1 -3 1 5 5.(=1)4(=3)-241-(-3)

344 (=1)-(-2)+4-1 3-3+(=1)-0+4-5
(—2)-4+42-(=2)+0-1 (=2)-3+2-0+0-5
5.4+ (=3)-(=2)4+1-1 5-3+(=3)-0+1-5

—-17 18 29
= 6 —12 -6
—14 27 20

)



2 -3 1 2 -3
d) -4 5 3 -4 5
-1 4 -2 -1 4

2:24(=3)-(=4)+1-(-1) 2(3)()5+14
( (—4)-2+5-(=4)+3-(-1) (—4)-(-3)+5-5+3-
(=1)-2+4-(-4) +(-2)-(-1) 1)( )+45+( 2) -4
2-1+(=3)-3+1-(-2) —-17 -9
(=4)-1+5-3+3-(-2) 731 49 5
(—1)-14+4-3+(-2)-(-2) —-16 15 15

‘W218a Berikna AB och BA da

1 3 2 2 0 -1
A= 2 0 5 och B = 3 =5 2 .
6 1 7 -8 =2 1

Vi far

1 3 2 1-2+3-342-(-8)
AB = 2 0 5 2:24+0-3+5-(-8)

6 1 7 —8 6-24+1-3+7-(-8)

1-043-(=5)+2-(-2) 1-(-1)+3-2+2-1

2:0+0-( 5)+5«(72) 2-(-1)+0-245-1

6-0+1-(=5)+7-(-2) 6-(-1)+1-2+7-1

-5 -19 7

=| -3 -10 3 |,

—-41 -19 3

2 0 -1 1 3 2 2:140-24+(-1)-6
BA = 3 -5 2 2 0 5 |= 3-14+(-5)-2+2-6

-8 -2 1 6 1 7 —8-1+(-2)-2+1-6

2:3+0-0+(-1)-1 2:240-5+(-1)-7
3:3+(=5)-0+2-1 3:2+(=5)-5+2-7
(—8)-3+(-2)-04+1-1 (—8)-2+(-2)-5+1-7

—4 5 =3
= ) 11 =5 1.
-6 —-23 -19

Notera att AB # BA. Den kommutativa lagen giller inte for matrismultiplika-

tion.

‘W220 Berikna for matriserna

3 1 -1 5
A*(—z 4) och Bf(3 _2)

a) A% = AA,
b)  B?= BB,
¢ (A+B),
d)  A?+2AB+ B? och

A%+ AB+ BA+ B2,

Jamfor resultaten i c-, d- och e-uppgiften.

@

-
- 2

Matrismultiplikation ger

) A2:AA:<_32 D (_32 i)

(G ity - i)



c) (A + B)?

(& DG %)
S G Y I R T

2:246-1 2:64+6-2\ (10 24
1-2+2-1 1-64+2-2) \ 4 10)°
Vi har att

AB — 3 1 -1 5\ _ 3-(-1)+1-3 3-5+1-(-2)
T \=2 4 3 =2) \(-2)-(-1)+4-3 (-2)-5+4-(-2)
({0 13
—\14 —-18)°

BA— -1 5 3 1\ _ ((-1):3+45-(-2) (-1)-1+5-4
T3 —2/\-2 4) \3:3+(-2)-(-2) 3-1+(-2)-4
_(—13 19
-\ 13 =5)°

och da ar
9 2 7 7 0 13 16 —15
d) A +2AB + B <_14 14 +2 14 18 + 9 19
_ 7+2-0+16 7T+2-13-15Y\ (23 18
T \—-1442-14—-9 14-2-184+19) \5 =3)°
9 o (7 7 0 13 -13 19
A+ AB+ BA+ B —(14 14>+(14 18>+<13 5)

n 16 —-15\ ([ 7+0-13+16 7+13+19-15
-9 19 ) \-14+4+14+13-9 14-18-5+19

(10 24
—\4 10)°

f) Fran c- och d-uppgiften ser vi att

(A+ B)? # A? + 2AB + B?,

d.v.s. den vanliga kvadreringsregeln giller inte, utan kvadreringsregeln for
matriser blir

(A+ B)? = A’>+ AB+ BA + B?,
just p.g.a. att AB # BA i allménhet.

W221a Berikna AB och BA da

1 -2
A= 2 —4 och B:(f _i ?)
-3 6

Matrisen A har storleken 3 x 2 och B éar 2 x 3. Produkten AB,

A B
3x2 2x3

har darfor storleken 3 x 3. Matrisen BA,

B A
2x3  3x2
S — |

far storleken 2 x 2. Rader multiplicerat med kolumner ger

2 -1 0
AB = 2 —4
3 & (1 1 1)
1-24(-2)-1 1-(-1)4+(=2)-1 1-04+(-2)-1
=12-24+(-4-1 2-(-)+(-4)-1 2-0+(—-4)-1
(=3)-2+6-1 (=3)-(=1)+6-1 (=3)-0+6-1
0 -3 -2
=10 -6 —4 |,
0 9 6
1 -2
(2 -1 0 B
pa= (70 V) 2
_(2-1+(—1)-2+0-(—3) 2-(—2)+(—1)-(—4)+0-6)
T\ 1o 141-241-(=3) 1-(=2)+1-(-4)+1-6

b o)



W223 Lat

Berikna var for sig matriserna (AB)C och A(BC).

Vi har
1 2
AB= (3 4 (; i’)
0 1
1-442-2 1-34+2-1 8 5
=13-444-2 3-3+4-1]=1[20 13},
0-44+41-2 0-34+1-1 2 1
8
(4B)C = [ 20 1 (1 0>
2
8-1+5-2 8-0+5-3 18 15
=(20-1+13-2 20-04+13-3] =146 39,
2-14+1-2 2-04+1-3 4 3

4 3\ (1 O
se=(5 1) (2 3)
_(4-14+3-2 4-043-3\ (10 9
T \2-1+1-2 2:041-3/ " \4 3)°

1 2

ABCO)= |3 4 (140 g)
0 1
1-10+2-4 1-94+2-3 18 15
=13-104+4-4 3-9+4-3| =146 39
0-104+1-3 0-9+1-3 3 3

Vi ser alltsa att (AB)C' = A(BC). Denna likhet géller i allménhet och kallas for
den associativa lagen.

W225 Visa att for matriserna

1 2
A:<1 ) och X=<
z 3 -

giller AX = XA = FE, dir E ir enhetsmatrisen av ordning 2.

IS

)

[T,

Matrismultiplikation ger

(R e e B!

vilket visar att AX = XA =

1 . .. .
= (0 (1)) Matriserna A och X ar alltsa varandras
inverser.

—2 2 1 2 3
W227b Visa att matrisen A = ( 7 -8 =2 ) har inversen B = (1 2
3 2

4
3.
2

AB=BA=E. (%)

Matrisen B &r en invers till A om den uppfyller

Vi undersoker om detta ar uppfyllt,

-2 2 1 2
AB = 7 =8 =2 1

3 (-2)-242-1+1-3
2

4 5 1/)\3 2
2
2) -2

4

3|={ 72+ (-8)-1+(-2)-3
2 (—4)-2+45-14+1-3
—2.342.-2+1- —2.4+2.341-2

7.3+ (—8) -2+ (— T 4+ (—8)-3+(—2) 2
(—4)-3+45-2+1-2 (—4)-4+45-3+1-2



I
w N “~
o O =
O = O
= o O

3 4 -2 2 1 2-(=2)+3-74+4-(—4)
BA = 2 3 7T -8 =2 | = 1-(=2)4+2-74+3-(—4)
2 2 -4 5 1 3-(-2)+2-74+2-(—4)
2:243(—8)+4-5 2-143-(=2)+4-1
1-242-(-8+3-5 1-1+2-(-2)+3-1
3-2+42-(—-8)+2-5 3-14+2-(-2)+2-1
1 00
=10 1 0
0 0 1
Alltsé har vi visat att B uppfyller (x), varfor B &r AL
W231 Lat
2 3 4 1 2 0
A=11 2 3 och B= 0 1 -1 .
3 2 2 1 3 1
L6s med hjalp av resultaten i uppgift 227 matrisekvationerna
c) BY = A, och
d YB=A.
¢)  Genom att vinstermultiplicera bada led med B~ fas
B'BY=B'A & EY=B'A & Y=B'A

I uppgift 227a visas att inversen till matrisen B &r

2 -1 -1

~1_ | 1 1 1
B - 2 2 2
111

2 2 2

Alltsa ar

2 -1 -1\ 79 3 4
y=Bl'A=| -+ 1 1 1 2 3
1 1 1 3 2 2
2 2 2
2:24(=1)-1+(=1)-3 23+ (=1)-24(-1)-2
= (-8 2+%-1+1-3 (-3)-3+3-2+1.2
()24 () 1448 (-3)3+(-3) 2452
244 (=1)-3+4(-1)-2 0o 2 3
(Hardarie | = 1 4 4
At (4) B 0 3 -3
d) Vi hégermultiplicerar bada led med B~*
YBB™! = AB™! & YE = AB™! & Y = AB7!,
vilket ger
2 3 4 2 -1 -1
Y=AB'=(1 2 3 -+ 1 1
3 2 2 1 _1 1
2 2 2
2243 (<3) +4-(4) 2-(-1) 433 +4-(-})
= | 242 ()48 (1) L2 s (h)
3242 (1)) +2-(-3) 3 (D242 (=)
2 (1) #3444 P -3
Lnr2de2dasg | = | b 3
3-(-1)+2-5+2-3 4 -3 -1



W232 Berikna (AB)f, A'B* och B'A*, da W315 Beridkna, da matriserna A och B &r givna enligt nedan, dels matriserna AB
och BA, dels var for sig talen det(AB), det(BA) och (det A) - (det B), samt kontrollera

1 2 4 2 1 att dessa ir lika.
- s oan(d D)

-3 4

Nér vi transponerar en matris blir raderna i ursprungsmatrisen kolumner i den
transponerade matrisen,

1 3
At_( 1 2 4)_ 5 1
3 1 0 40 ’ a) Vi borjar med att bestimma matrisprodukterna,
2 1 1 2 4 3
p o |- (BHD). am=( 5 3)03)
5 =1 - 144241 1-3+2-2\ _( 6 7
“\(3)-4+4.1 (-3)-314.2)7 8 -1 )
Vi far nu att
sa-(13)( s 1)
1 2 -3
L3 2 4 )

AB = |2 1 (1 . 1)  [4143-(-3) 4.2+3-4 5 20
40 “l1-142.(3) 1.242.4 5 10)°
12431 14430 1-5+3-(-1) 5 4 2 _ .

_ 22_|_11 24_|_10 25+1(_1) _ 5 8 9 ; Determinanterna blir
42401 4-440-0 4-540-(-1) 8 16 20 6 7
1 3 det(AB) = s 1 ‘:6-(—1)—7-(—8):507
BtAfz( ) 2 1 5 20
40 det(BA)=| . 70 ‘=(—5)~10—20-(—5):507
[ 21442454 2:3+4-145-0 ) _ (30 10 L
S \1-140-24(-1)-4 1-340-1+(-1)-0/ \-3 3)° det A = 3 4 ‘1~42~(3)10,
Med transponeringsreglerna har vi att det B — 4 3 ‘_4.2_3_1_5
12| T =
(AB)t:BtAt:(3% 130>_ (det A) - (det B) = 10-5 = 50.

Nu ser vi att det(AB) = det(BA) = (det A) - (det B).



b)  Matrisprodukterna blir

1 -2 2 2 0 1
AB = 0 3 2 0 -1 -2
1 0 1 31 =2
1:24(=2)-0+2-3 1-:04(-2)-(-1)+2
= 0-2+3-0+2-3 0-0+3-(-1)+2-1
1-24+0-0+1-3 1-0+0-(-1)+1-1
1-14+(=2)-(-2)+2-(-2) 8 4 1
0-1+3-(=2)+2-(-2) = 6 -1 -—10
1-14+0-(-2)+1-(-2) 5 1 -1
2 0 1 1 -2 2
BA = 0 -1 =2 0 3 2
3 1 -2 1 0 1
2:-140-0+1-1 2:(=2)+0-341-0
=| 0-1+(-1)-0+(=2)-1 0- ( 2)+(-1)-34+(-2)-0
3:1+1-0+(-2)-1 3-(—2)+1-3+(-2)-0
2:240-2+1-1 3 -4 5
0-2+(-1)-24+(-2)-1 | =| -2 -3 —4
3:2+1-24(-2)-1 1 -3 6

Vi ska berdkna determinanterna med tre olika metoder.

METOD 1 (Sarrus regel)

Nér vi berdknar en determinant med Sarrus regel tar vi de tva forsta kolum-
nerna och placerar kopior av dessa till hoger om determinanten. Determi-
nantens vérde far vi sedan genom att ldgga ihop hogerdiagonalprodukterna

och dra ifran vinsterdiagonalprodukterna,

8 4 1
det(AB)=| 6 —1 —10 |= ¢ ~1
5 1 -1

=8-(=1)-(=1)+4-(=10)-5+1-6-1—5-(=1)-1
—1-(=10)-8—(—1)-6-4
=8—200+6+5+80+24 = —T77,

3 -4 5
det(BA)=| -2 -3 —4 |= _2 -3
1 -3 6

00 %
=3-(=3)-6+(—4)- (- 4) 14+5:(=2)-(=3) = 1-(=3)-5
— (=3)- (~4)-3—6-(=2)- (—4)

— 54416430+ 15— 36 — 48 = —77,

1 -2 2
1 0 1

- 2+ o+ 0+
=1-3-1+(-2)-2:142-0-0—-1-3-2-0-2-1—1-0-(
=3-440-6-0-0=—7,

2 0 1
detB=] 0 -1 -2 |= 0 -1
3 1 -2

- - - + + +
=2-(-1)-(-2)4+0-(-2)-3+1:0-1-3-(-1)-1
-1-(-2)-2—-(-2)-0-0
=4+0+0+3+4—-0=11,

(det A) - (det B) = (—7)- 11 = —77.

Alltsd har vi visat att det(AB) = det(BA) = (det A) - (det B).

Observera att Sarrus regel géller endast fér 3 x 3-determinanter.

—2)



MEeTOD 2 (Kofaktorutveckling)

Vi kan vilja att kofaktorutveckla en determinant ldngs en rad eller en ko-
lumn i determinanten.

Om vi bérjar med determinanten

8 4 1
det(AB)=| 6 —1 —10
5 1 -1

sa valjer vi forst en rad eller en kolumn, t.ex. den andra kolumnen. Varje
element i kolumn 2 ger upphov till en minorterm i utvecklingen.

8 4 1
6 —10 8 1 8 1
g _1 _}(1) __4" 5 -1 ‘H_l) ‘ 5 -1 ’_1" 6 —10‘

=4 (6- (=)= (=1)5) +(~1)- (8- (-1) ~ 1-5)
—1-(8-(-10)—1-6)
= —4-444 (—1)-(=13) —1-(—86) = —T77.

Tecknet framfor varje term far vi fran tecken-matrisen

och minorerna ér de determinanter som uppstar nér vi stryker den rad och
den kolumn som motsvarande element ingar i.

De andra determinanterna réknar vi ut pa motsvarande séitt genom att vilja
en rad eller en kolumn att utveckla ldngs. Rdkningarna blir lite enklare om

man viiljer en rad/kolumn med manga nollor i sig.

3 —4 5
det(BA)=| -2 -3 —4
1 -3 6
—4 5 3 5

:“" 3 4 ‘_(_3)" 2 4 ’“LG" 2 -3

=1 ((~4) - (~4) =5+ (=3)) = (=3) - (3- (-4 =5+ (=2))
£6- (3 (=3) = (—1) - (-2))
=131 (=3)-(=2) 46 (—17) = —77,

1 -2 2
detA=1| 0 3 2
1 0 1
3 2 =) -2 2
S RIS R IS L
=1-31-2:0)—=0-(-+-)+1-((-2)-2-2-3) =7,
2 0 1
detB=|0 -1 -2
31 =2

w N
—= O

2
o2 dJoen 4]

=0+ (-1)-(2-(-2)—1-3) = (-2)- (2-1-0-3)
=0+ (=1)-(=7) = (=2)-2 =11,
(det A) - (det B) = (—=7) - 11 = —T77.

Alltsa har vi visat att det(AB) = det(BA) = (det A) - (det B).
METOD 3 (Radoperationer)
Med hjalp av radoperationer kan vi skriva om en determinant till en trian-

gular determinant vars virde dr produkten av diagonalelementen. Vid varje
radoperation dndras determinantens vérde enligt reglerna

o |[A| =AY,
e |A|=1|4e|, (dira+#0),
o [A| =—|A%).



Det forsta steget dr att vi ser till att fa nollor under (1, 1)-elementet,

841

det(AB)=| 6 -1 -10

5 1 -1
8 4 1
=/ 6-2%-8 -1-%.4 -10-%5-1
5-5.5 1-5.4 -1-3%-1
8 4 1
=0 —4 -2
0 - ¥

Vi valde alltsa att addera multiplar av férsta raden till rad 2 och 3 for att
fa nollor under (1,1):an.

Sedan gar vi till ndsta diagonalelement (2,2) och utfor en radoperation for
att fa en nolla under elementet,

Il
o o
Lo
\
| |
& oels

T
8 4
43
=| o —4 43
3 3 13 3 43
0 —3-5-(-9 -F-5(-%)
8 4 1
43
=0 —4 -3
77
0o o0 =

Vi har nu en triangulér determinant med produkten av diagonalelementen
som vérde,

77
=8 () 55 = 7T,

De andra determinanterna rdknar vi ut med samma strategi,

3 -4 5 SZ) 3 -4 5
_ _ 7
det(BA) = |[-2 -3 —4 =0 -¥ 2|3
5 13
1 -3 -6 o -5 1 @
3 -4 5 3 -4 5
1
= — — — =10 —-17 -2
53| 0 1T -2 »
0 -5 13 0o 0 =
231
== —17) . == = —
3-(—17) T 77,
1 -2 2 1 -2 2
detA=1]0 3 2 =10 3 2 S@
1 0 1 0o 2 -1
1 -2 2
=0 3 2 |=1-3-(-1)=-7,
0o o0 -1
2 0 1 2 0 1
detB=| 0 -1 =2 =10 -1 =2 S@
3 1 -2 0 1 -1
0 1
= -1 =2 [=2-(-1)- (=) =11,
0o -4

2

(det A)(det B) = —7-11 = —177.

Vi har alltsé visat att det(AB) = det(BA) = (det A) - (det B).



W316 Berikna pa enklaste siitt talen det A%, det B® och det(ABA) for matriserna A W318 Visa att foljande matriser &dr inverterbara och bestdm inversen:

och B i uppgift 2 6

a)  315a, och ) (1 4>’

b)  315b. 1 5
vy 8)

Determinantreglerna ger att
En matris ar inverterbar om dess determinant ar skild fran noll. Vi har att

det A% = det(AA) = (det A) (det A) = (det A)?, 5 6
det B® = det(BBB) = (det B) (det B) (det B) = (det B)®, 2) ‘1 4
det(ABA) = det(AB) - det A.

’:2-4—6-1:8—6:2;&0,

b) ‘; Z’ _1.8-5.2=8-10=—20.
Fran uppgift 315 har vi att
a) detA=10, detB=5, det(AB) =50, Ij?llelicrsl,a dr bada matriserna inverterbara. Inversen bestdmmer vi med adjunktfor-
b) detA=-7, detB=11, det(AB)=—17T. T
A-1 = 1 +Myy —Mia
Alltsa dr ~det A \—May +Msy)
a) det A2 = 102 = 1007 det Bs = 53 = 1253 det(ABA) =50-10= 5003 dar M117 ]\4127 M21 och M22 Ar matrisens minorer,
b det A2 = (=7)? =49, det B3> = 113 = 1331, det(ABA) = —77-(=7) = 539. 2
) de (=7) , de , det( ) (=7) 2) M11:<_j:4, Mui?_izl,
2 6 2
Mor=11 =6, My = | | L =2,
_‘_5_ _1__
b Mu=|} ¢|=8  Mn=|, [|=2
5 1
Moy =4 o1 =5, Mo =g f1=1

Inversen &r alltsa



‘W320 For vilka tal k har matrisen A + kB en invers, om

0 -1 1 3
— - ?
A (2 1) och B (_1 1).

Bestim (A 4+ kB)™" for dessa k.

Matrisen A + kB &r

0 -1 1 3
o= (3 ) (1)
[ 0+4+k-1 —1+k-3\ k 3k—1
T \24+k-(-1) 1+k-1 ) \2-k k+1)°
och den har en invers néir determinanten dr skild fran noll, d.v.s. nér

k 3k -1
2—-k k+1

=4k* —6k+2#0.

det(A+kB)‘ ‘k(k+1)(3k1)(2k)

Denna andragradare har rétterna k = 1 och k = % Alltsa dr matrisen A + kB
inverterbar nér k # 3 och k # 1. Inversen ges av adjunktformeln

T
_ 1 +My1 —Mi2
A+kB) ' = —————
(A+EB) det(A + kB) <—M21 +Ma )
dér
ko Bk ko Bk
Mu=19ly k+1‘k+1’ Mz= g kwl‘2k’
3k —1 k 3k+—1
Mm:‘g_l : ‘sz—L M22=’ , l__l_‘:k.
Alltsa
_ 1 k+1 1-3k
A+kB) t= ———— .
(4+kB) 4k2—6k+2<k—2 k )

‘W402 Skriv foljande ekvationssystem i matrisform och 16s dem sedan med hjilp av
koefficientmatrisens invers:

a)

¢)

2+ by =1,
x4+ 3y =0,
c + 3y = 2,
3r — by = 6.

De tva uttrycken i vénsterledet kan skrivas som

20+5y \ _ (2 5\ (=
z+3y /) \1 3)\y)’
Elementen i matrisen ér koefficienterna framfor x och y. Ekvationssystemet
kan alltsa skrivas som matrisekvationen

G 0)-6)

Om koefficientmatrisen &r inverterbar ger vénstermultiplikation med inver-

sen att
2\ (2 5\ /1
y)  \1 3 0/
Matrisen ar inverterbar om dess determinant ar skild fran noll. Vi har att

2 5
13

’:2-3—5-1:1;&0.

Alltsa finns inversen. Vi kan bestimma inversen med ”snabbformeln”: 1
delat med determinanten framfor matrisen, diagonalelementen byter plats
och de andra tva elementen byter tecken. Alltsa,

(3 -i(173)

Losningen &r



c) Vi far ekvationssystemet i matrisform genom att skriva om vinsterledet ar skild fran noll. Med andra ord, nir a # —3 och a # 2 (som dr determinantpo-

som en matrisprodukt, lynomets rotter).
Enligt Cramers regel har ekvationssystemet 16sningen

(5 ) ()-6) o -2

. . . 3 -1 a—1] (4-a)la—1)—(=2)(-1)
Koefficientmatrisens determinant ar T = = 5
a —2 a‘+a—06
-3 -1
‘ i3 ‘:4-(—5)—3-3:—29;&0, @ @
3 =5 _—a2+5a—6_—a+3
varfor matrisen dr inverterbar och ekvationssystemet har 16sningen a? Za -6 a+3
a —a
2\ (4 3\ ' [2\ 1 (-5 -3\ /(2 CJa-3 1| a-(-1)-(d-a)a—3)
y)=\3 -5 6) " “29\-3 4 )\6 YSTa 2| @ +a—6
_ 1 ((5) 24 (-3)6) _ (B a=3 a1
29\ (=3)-2+44-6 )\ _a®—8a+12 a—6

a2+a—6  a+3’

dér vi far téaljardeterminanterna genom att i koefficientmatrisen ersétta kolumnen
som svarar mot variabeln med hogerledet.

W407a Los med hjilp av Cramers regel ekvationssystemet

axr — 2y=4—a,
(a—3)z+ (a— 1y =—1,

for alla virden pa parametern a da detta dr mojligt.

Vi skriver forst ekvationssystemet i matrisform,

(o2a o 2) G) = (157)

Cramers regel kan anvindas nér koefficientmatrisen &r inverterbar, d.v.s. nir
determinanten




W409 Los ekvationssystemen

a)

r+ y+ z=0,
20+ 5y + 3z =1,
—zr+2y+ z=2,
dr 4+ y—3z= 11,
2v -3y +22= 9,
4+ y+ z=-3,

med gausselimination.

Vi skriver ekvationssystemet i ett rdkneschema

1 1 1 0
2 ) 3 1
-1 2 1 2

I den vénstra delen har vi skrivit upp koefficienterna framfor x, y och z i
respektive kolumn. I schemats hogra del finns ekvationssystemets hogerled.
Det forsta steget i gausselimineringen ar att utfora radoperationer sa att vi
far en 1:a i 6vre vénstra hornet. Eftersom vi redan har en 1:a dér behover
inget goras,

1 1 1 0
2 5 3 1
-1 2 1 2

2-2-1 5-2-1 3-2-1 1-2.0
\ —1+1 2+1 1+1 2+0

Sedan 6vergar vi till ndsta diagonalelement och utfér en radoperation sa
att vi far en 1:a dér,

(1 1 1 0 )

0 3 1 1B
L0 3 2 2 ) N
(1 1 1 0 )

o1 3|3
L0 3 2 2 )

Vi utfor nu radoperationer sa att 6vriga element i samma kolumn blir noll,

(1 1 1 | 0)
01;;?5@
. 0 3 2 2 ) ~
(10%_%\
o 1 % | 1
. 0 0 1 1 )

Nér den andra kolumnen ér avklarad 6vergar vi till det tredje diagonal-
elementet. Det &r redan 1 sa vi behover inte utféra nagon radoperation for
att fa detta,

Lo 3 |-
0o 1 4|4
o o 1 | 1



Det sista steget &ar att radreducera uppat sa att vi far nollor ovanfor 1:an.

(1 0 % _% )
o 1 3 3
. 0 0 1 1 )EQ N
(1 0 0 -1 )
0 1 0 0
. 0 0 1 1)

Nu ér vi klara och det &r bara att avlisa losningen. Enklast dr nog att
oversétta tillbaka till ekvationsformen,

l-24+0-y+0-2=-1,
O-z+1-y+0-2= 0,
O-2+0-y+1-2= 1,

d.v.s.

Vi stéller upp rédkneschemat,

4 1 -3 11
2 -3 2 9 ~
1 1 1 -3

(4 1 -3 ISIRTE)

2 -3 2 9 ~
L1 1 1 -3 )

(1% - )

2 -3 2 99 ~
L1 1 1 -3 J

\

o O B O O =B O O = O O = O O =

o = O O = O O R O RIW = R R DI R

- o o I e A Ll VI IS ST B BN [VUREN B B TR BTN VY

|
-
=

B2 o

Nl

Fran sluttablan kan vi avldsa losningen

G

& @
o

o




W410 Los ekvationssystemen
a) 3r— y+ z=1,
T —2y+ z=2,
2r+ y+32=0,
b) zr— y+3z= 6,
3x —2y+ 7z = 14,
4+ y—3z=-4,
med gausselimination.

a) Vi kan borja med att sl ihop de forsta tva stegen (att fa en 1:a i dvre
vénstra hornet och nollor didrunder),

(3

‘
o O = NN =

\

-1

|
(N

WUt WUt W=

Wl W Wi — —_

W wot W= O N

J

PPY.

Notera att radoperationerna utfors i den ordning de star (fran vénster till
hoger). I de foljande stegen gor vi samma typ av rationalisering,

(

‘
(= =R

o

\

Losningen &r alltsa

O R O O R O Wt wot W

_ o o L G G WIS W Wl

— = O Wi wlot Wl

— =

Wl E\w m"“

)

o
el

)

Vi gausseliminerar som i a-uppgiften

Losningen &r

(

SO O =B O O = = W =

—_

-1 3

-2 7
1 -3

-1 3
1 =2
2 -6
0 1
1 =2
0 -2
0 0
1 0
0 1
z=1,




‘W411 Los foljande ekvationssystem

2)

¢)

r+2y— 82=0,
22 — 3y + 5z =0,
3r+ 2y — 122 =0,
204+3y— z=1,
r+ y—32=0,

med gausselimination.

a)

Vi sitter igang och gausseliminerar,

(1 2 -8 0‘?

2 -3 5 0 ~
L 3 2 —12 0 )

(1 2 -8 0 )

0 -7 21 0@~
L0 -4 12 0 )

(1 0 -2 0 )

0o 1 -3 0

L0 0 0 0 )

Héar har vi natt sluttablan. Den sista raden lyder
0-z+0-y+0-2=0,

d.v.s. 0 = 0, vilket dr en trivialitet. Vi kan alltsa stryka den sista raden. De
andra tva raderna lyder

T - 2z = 0,
y — 3z = 0.

Detta system har odndligt manga losningar. For varje virde pa z far vi z-
och y-véarden som ger en 16sning enligt

T =2z,

Yy = 3z.

Vi kan alltsa beskriva alla 16sningar till systemet genom att anvéinda z som
parameter,

T = 2t,
y = 3t, (t parameter),
z=1.
Vi gausseliminerar,
(2 3 -1 1)
L 1 1 -3 0 5 -
(1 1 -3 0 \S@
L2 3 -1 )T
(1 1 -3 0 )
Lo 1 5 1 ,E)N
(1 0 -8 -1
L 0 1 5 1 )

Denna sluttabla dr av samma typ som i a-uppgiften. Vi ringar in de ledande

1:orna,

©® o -8 | -1

o © 5 1)
Ovriga variabler far fungera som parametrar, d.v.s. z i detta fall.
Losningarna &r

r = —1+4 8t,
y=1-0>5t, (t parameter),
z =1.



‘W413 Bestam antalet 16sningar N till foljande system

b)

¢)

2z + 3y = ax,
de+ y = ay,
r— y+z=a,
3x —2y+2=0,
2 — y =0,

for alla viarden pa parametern a.

Vi samlar forst variablerna i ena ledet

2—a)z + 3y = 0,
4 + (1—-a)y = 0.

Eftersom hogerledet &r noll dr systemet homogent och da finns alltid den
triviala 16sningen z = y = 0.

Om koefficientmatrisen dessutom &r inverterbar &r detta enda lésningen.
Detta intréffar da

4 1_g=@-al-a)-3-4=0"-3a—-10#0

& a# —2 och a#5.

‘Q—a 3

Nar a = —2 eller a = 5 ar koefficientmatrisens determinant lika med noll
och systemet har oéndligt manga 16sningar (parameterlosning). Svaret blir
alltsa

1, ndraz —2ocha#5,

00, néra= —2ocha=>5.

N
N

Ekvationssystemet blir i matrisform

1 -1 1 T a
3 -2 1 y]l =10
2 -1 0 z 0

Om koefficientmatrisens determinant &r skild fran noll, &r matrisen inverter-
bar och da finns det exakt en 16sning. Vi undersoker dérfér determinantens

varde forst. Sarrus regel ger att

1 -1 1
3 -2 1 |=1-(-2)-0+(-1)-1-241-3-(-1)
2 -1 0

—1-(=2)-2-1-(=1)-1-0-(=1)-3
=0-2-3+4+1-0=0.

Chansningen gick alltsa inte hem. Vi sétter istéllet igang och gausselimine-
rar

(1 -1 1 a\g)

3 -2 1 0 ~
L 2 -1 0 0 )
(1 -1 1 a )

0 1 -2 —3a @N
L 0 1 -2 —2a
(1 0 -1 —2a )

0 1 -2 —3a
L O 0 0 a )

Den sista raden i tablan lyder
0=a.

Talet a maste alltsa vara noll for att systemet ska ha nagon 16sning. Nér a =
0 ges 16sningen av

T =1,
y = 2t, (t parameter),
z =1,

d.v.s. vi har oéndligt manga 16sningar. Svaret blir

N =0, nira#0,och
N =00, nira=0.



‘W415 Undersok for vilka virden pa konstanterna a och b som ekvationssystemet

z+ y+ z=1,
20 —2y+ 3z =0,
3r — y+az =2,

har precis en 16sning, flera olika 16sningar respektive ingen 16sning. I de fall da 16sningar
finns, skall dessa ocksa bestdmmas.

Vi gausseliminerar systemet och ser vad som hénder,

(1 1 1 1 \?

2 —2 3 b ~
L 3 -1 a 2 )
(1 1 1 1)

0 -4 1 b—2 ~
L 0 4 a-3 -1
(1 0 5 ib+35 )

0 1 -1 —1b+1 ~
L 0 0 a—4 1-b )

Beroende pa virdet av a och b far vi olika fall:

a—4+#0: I detta fall kan vi slutfora gausseliminationen

(1 0 5 10+3 )

0 L - | —ib+s ~
L 0 0 a—4 ~b+1 J(
(1 0 5 1b+3 )

0 1 -1 —3b+3 ~
L 0 0 1 el 3
(1 0 0 c )

0 1 0 d
L 0 0 1 =l

dar
~b+1 _ jab+zatgb— 1
a—4 a—4 ’
1 1 3 7
4 2 4 g4 a—4 '

Alltsa finns exakt en 16sning,

b+

ot

=
N[

—b+1
r=c¢ y=d, z= a—+4'

a—4=0,b+# 1: Sista raden i ekvationssystemet lyder da 0 = 1 — b vilket inte
Ar uppfyllt och systemet saknar dirmed losning.

a—4=0,b=1: Sista raden &r da en nollrad som kan strykas. Resten av ekva-

tionssystemet blir

1 o0 3
0o 1 —1

och har odndligt manga l6sningar

L%

x:—%t—&—%,
y:%t+i7
z=1.

‘W420 Visa att skidrningslinjen mellan planen t —y—3z4+1=0o0ch z4+3y+2—-2=0
dr parallell med planet 5x 4+ 7Ty — 32 + 3 = 0 genom att soka losningar till det system
som bildas av de tre ekvationerna.

Planen i uppgiften bildar ekvationssystemet
rT— y—3z=-1,
r+3y+ 2= 2,
Sr + Ty — 3z = —3.



Situationen i uppgiften uppstar om koefficientmatrisen har rang 2 (ett av fal- och radreducera matrisens vinstra hélft till . I den reducerade matrisens hogra
len 2, 3, 4 eller 5 pa sid 142 i kursboken) och det far vi redan pa genom att halft har vi da A—1,
gausseliminera matrisen,

(A|E)~ o~ (B AT,

(1 -1 -3 ) Om vi inte kan radreducera A till F saknar A invers. Vi bestdmmer alltsa inversen
1 3 1 -~ samtidigt som vi kontrollerar att inversen finns.
( _ )
L5 7 3 36 —11 1 0 0 SD@
(1 -1 -3 ) e) 3 -4 6 0 1 0 ~
0 4 4 S@~ {4 -8 13 0o o0 1 J
L 0 12 12 ) (1 2 4 -2 0 0
(1 -1 -3 0 2 -5 11 0 @) ~
0o 1 1 L0 0 -3 0 1)
4 2
\ 0 0 0 J (1 0 -3 3 1 0 )
5 1 1
Eftersom vi har tva ledande ettor &r rangen 2. . 0 0 1 —% 0 —% ) 6
2 4
(1 0 0 —£ I —z )
3 1 3
o 1 0 1 -5 35 -3
L0 0 1 -4 0 -2 )
(3 -1 1 1 0 0 \S@ ©)
, . f) 15 6 -5 0 1 0 ~
W326 Visa att matriserna
3 6 -11 L b -2 2 0 0 1)
e) i —;1 12 ; (1 -+ 3 0 0)
0 1 0 5 1 0 S;) ~
3 -1 1 1 1 5
) 15 6 -5 |, L 0 -3 3 -5 0 1)
5 -2 2 (1 0 i 2 3 0)
ar inverterbara och bestdm inversen med Jacobis metod. 0 1 0 5 1 0 % ~
1 1
L0 0 3 o 3 1)O0)
(1 0 0 2 0 -1)
Vi bestdmmer inversen till matrisen A genom att stéilla upp matrisen 0 ) 0 5 ) 0
(Al E) L0 0 1 0o 1 3 J




Alltsa existerar inverserna och ar

—2 1 _4
5 5
e) —% % —% , respektive
4 3
-5 0 —3
0 -1
f) 5 1 0
o 1 3

W322 Los matrisekvationen AX = A?, dir

2 2 1
A= 1 -2 2 ].
2 -1 =2

Sarrus regel ger att

2 2 1
1 =2 2 [=2-(=2)-(=2)+2-2-241-1-(=1)
2 -1 -2

—1-(=2)-2-2:2-(=1)—(=2)-2-1=8+8—1+4+4+4=27.

Alltsa ar A inverterbar och vi far losningen till matrisekvationen genom att
vénstermultiplicera med A1,

X =ATA"
Vi kan beridkna denna produkt med rdkneschemat

(A| A ~ -~ (B | AT1AY.

Vi far

[N ]

O O = O O N N -

‘
o O B O O B

\

Alltsa ar 16sningen

2 1 2
-2 2 2
-1 -2 1
-2 2 2
2 1 2
-1 -2 1
-2 2 2
6 -3 -2
3 —6 -3
0 1 3
e
0o -3 -2
0 1 3
R
0 1 3
0 0 8
1 0 —3
0 1 3
X=Ata=l

W W= O e~

\
I\

Ol ©[00 = O WIN W=

-

o -

o -
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