Avsnitt 2, Vektorer kan vi uttrycka med a, b och c.
W109 ABCD ir basytan (en kvadrat) i en regelbunden fyrsidig pyramid med spet- S
sen S. Lat SA = a, SB = b och SC = c. Beriikna SD.
SA+AB=3SB
B & AB=SB-SA=b-a,

Vi ritar forst en figur av hur pyramiden maste se ut. A

S

SB+ BC = SC
& BC=SC-SB=c—b.
B

Vi kan ocksa rita in de vektorer som &r givna i uppgiftstexten.
Eftersom basytan dr en kvadrat sa &r AD=BC =c—b.
D C

A~ A~

Vi ska nu forscka uttrycka vektorn SDide givna vektorerna a, b och c.

Som ett forsta steg kan vi uttrycka SD genom att ga via hornet A, Alltsa ér

S_D):a+xﬁ:a+cfb:afb+c.

SD =SA+ 4D
:a—i—A—D).

Nu behover vi uttrycka en av baskvadratens kantvektorer AD i a, boch c. Om vi
tittar pa de 6vriga hornen och kanterna i kvadraten sa ser vi att vissa kantvektorer



W110 O, A, B och C ir fyra givna punkter i rummet med OA = a, OB = b
och OC = c. Bestdm en vektor OD uttryckt i @, b och ¢, sa att de fyra punkterna A,
B, C och D (i valfri ordning) blir hérnen i ett parallellogram.

Lat oss rita upp en figur av den information som &r given i uppgiften.

A B c

0

Vad vi soker dr en femte punkt D sa att punkterna A, B, C och D bildar hérnen
i ett parallellogram.

C

A

Figuren &r inte helt korrekt, for enligt uppgiftstexten behover inte hérnpunkterna
vara i nagon speciell ordning, och da finns tva andra mojliga konfigurationer.

D B
C c

B D

A A
A granne med B och C A granne med C' och D

Men vi kan borja med att undersdka om det &r mojligt att vilja OD sa att den
forsta konfigurationen uppstar. Skulle det visa sig att det inte &r mgjligt, da kan
vi undersoka de ovriga tva fallen.

Det som utmérker ett parallellogram &r att motstaende kanter dr lika langa
och parallella. Uttryckt med vektorer betyder detta att

C

AB =DC
AD = BC

A

Vi kan ocksa formulera uppgiften som
Givet: a:m,b:O—B)OChc:O?.

Bestam:

dzaﬁ,séattfl—B):D?ochA—D):B—d

Eftersom vi i slutinden ska ge svaret i a, b och ¢ sa kan vi uttrycka villkoren i
det vi vill visa med dessa vekorer.

B
AB =40+ 0B =-0A+ OB
=—-a-+b
A
@)
C
DC =DO+ 0OC = —-0D + 0C
=—-d+c
D
@)
D
AD =40+ 0D = —~OA + OD
A =—-a-+d



¢ W141 Beridkna vinkeln mellan vektorerna (1,1,0) och (1,0,1). (ON-system)

BC =BO+0C = -0B +0C
=-b+c

B Vinkeln mellan vektorerna far vi fran formeln
0 b
Uppgiften kan alltsa formuleras som a-b
cosy = ————.
. lal [b]|
Givet: a, b och c.
Y a

Bestdm: d sa att

—a+b=-d+c, (1) I vart fall ger detta

—at+d=-b+tc (2) (1,1,0) - (1,0,1) 1-141-040-1 1 1

cosy =

LLOILOD]  VE+ P+ VI2+ 02112 V22 2
For att (1) ska vara uppfylld ser vi att d maste véljas som I I v v Vav2

vilket svarar mot v = %w.
—a+b=-d+c & d=a—-b+ec
Stoppar vi in detta in i (2) fas
VL=—-a+d=-a+(a—b+c)=-b+c=HL.

Alltsa, genom att vélja OD = a — b+ c sa bildar punkterna A, B, C' och D
hornen i ett parallellogram.

Anm. Om vi hade valt en av de andra konfigurationerna skulle vi fatt ett annat svar.

¢

D
A granne med B och D A granne med B och C A granne med C och D



‘W142 Berikna léngden av vektorn @ om
a) P=(4,0,-1),Q=(1,0,2),

b) P=(1,2,3), Q= (6,54),

c) P=(-1,2,-4), Q@ = (3,3,-5),

om vi har ett ortonormerat koordinatssystem.

Vi loser uppgiften pa tva olika sétt.
METoD 1 (Utréikning av PQ)
Forst réknar vi ut vektorn 1@ med formeln ]@ =Q-P,

a) PQ=Q-P=(1,0,2)— (4,0,-1) = (1 —4,0 - 0,2 — (—1))
b) PQ=Q-P=(654)—(1,23)=

C) -@:Q_P:(3a37_5)_(_1727_4):
(4,1,—1).

= (-3,0,3),
(6—1,5—-2,4—3)=(53,1),
(3—(-1),3=2,-5—(—4)) =

Eftersom koordinatsystemet &r ON ges lingden av @ =
1P = Va2 + 2 1 &,

a)  |PQ| = (=37 +07+3% = VI8

b)  |PQ| = V& +3 +17 = V35,

) |PQ|= 2112+ (-1 =VIs.

METOD 2 (Avstandsformeln)

(a,b,c) av formeln

Léangden av 1@ ar lika med avstandet mellan punkterna P = (p1, pa2, p3) och Q =
(q1,42,93), och detta avstand ges av formeln

IPQl = V(b1 — 1) + (b2 — @2)% + (p3 — @32,
eftersom koordinatsystemet dr ON.

a) |PQ|=/E-1)2+(0-0)2
b) 1Pl =/(1—6)2+(2—5)2

9 1Pl = /(182 + (2824 (4 (5)° = VET T B = V8

+(—1-2)2=+32+02+32 = /18,
+(3—-4)2 =562 +32+12 = /35,

‘W143 Berikna arbetet W som utrittas av kraften a vid den ritlinjiga forflyttningen
fran P till Q i foljande fall (ON-system):

a) a = (17270)7 P = (47_77 3)7 Q = (6727 _1)7
b) a:(17171)aP:(27173)5 Q:(ilailail)

Fran mekaniken vet vi att arbetet W &r
W = kraften - striackan.

Med ”kraften” menar vi den verksamma kraften, d.v.s. den komposant a| av
kraften som pekar i forflyttningens riktning.

aj

5
Det utriattade arbetet ges ddrmed av

W = |lay| - |PQ| = { aj och PQ &r parallella} = a; - PQ. (%)

Om det &r sa att a) r motriktad forflyttningens riktning definierar man arbetet
med ett negativt viirde sa att () fortfarande giller.

Formeln (x) kan faktiskt skrivas om till en riknemiissigt enklare formel genom
att notera att den andra komposanten av kraften a,; (den overksamma kraften)
dr vinkelrdt mot m Déarmed ar

W:aH~@:a‘|~m+aL~m:(aH+aL)'m:a~m.

Vi har nu

a) PQ=Q-P=(6-42—(-7),-1-3)=(29,-4),
W=a -PQ=(1,20)(2,9-4)=1-242-940-(—4) = 20,

b) PQ=Q-P=(-1-2-1-3-1-3)=(-3,-2,-4),

W=a PQ=(1,1,1)

—3,-2,-4)=1-(=3)+1-(=2)+1-(-4) = —9.



‘W146 Punkterna (0,0,0), (6,7,6) och (2,6, —9) dr hérn i en kub. Bestdm de dvriga
hoérnen.

Lat oss for enkelhets skull inféra beteckningar pa de givna hérnpunkterna

P =(0,0,0),
Q= (6,7,6),
R=(2,6,-9).

En kub &r ett ratblock med alla kanter lika langa.
. d
d
d

Punkterna P, @ och R skulle kunna vara vilka tre hérn som helst i kuben, men
vi kan sortera bort vissa konfigurationer som oméjliga genom att undersoka av-
standet mellan punkterna.

IPQ| = /(0—6)2+(0—7)% + (0—6)2 = V121 = 11,
IPR|| = /(0= 2)2+ (0—6)2 + (0 — (—9))2 = V121 = 11,
IQR| = /(6 —2)2 +( )

N
\
D
~
[ V)
+
—
D
[
—
\
Ne)

Nu ser vi att det enda mojliga forhallandet mellan P, @ och R &r

]

Den fjarde hornpunkten S som ligger pa samma yta som P, ), R ges av

Q*\/\\ / / S=P+PR+RS={RS=PQ}

Ot — P+ PR+ PQ
T —(0,0,0) 4+ (2~ 0,6 —0,—9 — 0) + (6 — 0,7 — 0,6 — 0)
= (8a 137 _3)7

dsr likheten RS = 1@ foljer av att kuben har lika langa sidor.

For att komma at de 6vriga hornpunkterna, som vi déper till T, U, V och W
enligt figuren nedan, behoéver vi en kantvektor som inte ligger i planet PQR.S,
t.ex. PT.

w
.
‘L]
U
P

R

Villkoren fér att bestdimma PT' far vi fran att vi har en kub, vilket ger att PT
dr vinkelrdt mot de tva kantvektorerna m och P_R}, d.v.s.

PT - PQ =0,
PT-PR =0,
och att PT ir lika lang som PQ och PR,
|IPT| = | PQ|| = |PR|| = 11.

Om vi skriver PT i komponentform som (a, b, ¢), da ger ovanstaende villkor att

(a,b,¢)- (6 —0,7—0,6—0) =6a+ 7b+ 6¢c =0, (1)
(a,b,¢) - (20,6 —0,-9 — 0) = 2a + 6b— 9c = 0, 2)
I(a,b,c)||* = a® + b* + 2 = 121. (3)

Vi ska nu forsoka 16sa ekvationssystemet (1), (2) och (3).



3-(2) = (1) ger

3-(2a4+6b—9c) — (6a+ Tb+6¢) =11b—33¢c=11(b—3¢) =0 & b= 3c.

Detta insatt i (2) ger
2a+6-3c—9c=0 & a=—3c
Bide a = —2c och b = 3c insatt i (3) ger
(—%C)2+ (3c)2+02 =121 p=S c= =2,

vilket ger a = —5¢ = F9 och b = 3¢ = £6. Alltsa finns tva losningar (a, b, c) =
(—9,6,2) eller (a,b,c) = (9,—6,—2).

De tva losningarna svarar mot att 7' kan ligga pa omse sidor om ytan PQRS.

R
Med PT' given kan vi rdkna ut de 6vriga hérnen i kuben genom att uttrycka dem
i de kéinda kantvektorerna.

PW =PT +TW
=PT + PQ
PU =PT+TU
= PT+ PR

PV =PT+TV
=PT+PS

Med insatta siffror blir detta

PT = (-9,6,2): PW = (—9,6,2) + (6,7,6) = (—3,13,8),
PU = (-9,6,2) + (2,6, —9) = (—7,12,—7),
PV =(-9,6,2) + (8,13, -3) = (—1,19,—1)

PT = (9,—6,—2): PW = (9,—6,—2) + (6,7,6) = (15, 1,4),
PU = (9,-6,-2) + (2,6,—9) = (11,0, —11),
PV = (9,-6,-2) + (8,13, -3) = (17,7, —5).

W151 Kan konstanten a bestimmas si att punkterna (1,a,a?), (—4,5,0)
och (5,—1,3a) ligger i rét linje? Bestdm i sa fall ekvationerna for denna rita linje.

Om punkterna P = (1,a,a?), Q = (—4,5,0) och R = (5,—1,3a) ska ligga pa en
rit linje maste vektorerna J@ och m vara parallella,

pP

d.v.s. de ska uppfylla villkoret

PG =aQR



for nagon skaldr a. Detta ger i komponentform

(-4—1,5-a,0—a*) =a(5—(-4),-1—-5,3a — 0)

& —5=9, (1)
5—a= —6a, (2)
—a® = 3ac. (3)

(1) ger att a = —3. (2) ger att
— 5
a=5+6a=3,

och detta ger att (3) blir uppfylld,

2
VL av (3) = —a” = _%7
HL av (3) =3aa=3-(-5) -5 = -2

Alltsa maste a = % for att punkterna ska ligga pa en rét linje. En riktningsvektor
till linjen far vi da som

v=QR=R—-Q=(5—(-4),-1-5,3-3 -0) = (9,-6,5)
En punkt pa linjen dr @ = (—4,5,0) sa linjens ekvation &r

x—(—4)_y—5:z—0

9 —6 5

W152 Kan konstanterna a, b, ¢ och d bestimmas sa att parameterframstéllningarna

rx=1+4+2t r=4+as
y=2-—3t och y=b+ecs
z=t z=d+ 5s

betyder samma linje?

Vi ska 16sa uppgiften med tva olika metoder.

METOD 1 (Geometriskt)

De tva linjerna #r lika om de har riktningsvektorer som &r parallella och en
punkt gemensam. Fran parameteriseringen av linjerna kan vi avlisa respektive
linjes riktningsvektor (koefficienterna framfor ¢ respektive s),

(2,-3,1) och (a,cb).
Om de ska vara parallella maste det finnas en skaldr « sa att

(27 _37 1) =« (a‘a G, 5)7

d.v.s.
2=uaaq, (1)
-3 =ca, (2)
1 =5a. (3)

Fran (3) far vi att o = 1. Ekvation (1) och (2) ger da att
a=2/a=10 och c¢=-3/a=-15.

Med dessa virden pa a och c¢ &r linjerna parallella.

Linjerna sammanfaller om de dessutom har en punkt gemensam. Tag punk-
ten (1,2,0) pa den forsta linjen (svarar mot parameterviardet ¢ = 0). Vi ska
nu visa att den punkten &ven ligger pa den andra linjen genom att ta fram ett
parameterviirde s som ger just (1,2,0), d.v.s.

1=4+10s (4)
2="5—15s (5)
0=4d+5s (6)

Ekvation (4) ger att s = —:5. Detta insatt i (5) och (6) ger

2=b-15-(—%) & b= -3,
0=d+5-(-3) & d=3.

Alltsa, om a = 10, b = —g, c=—150ch d= % sa beskriver de tva parametrise-
ringarna samma linje.



METOD 2 (Analytiskt)
De tva linjerna #r lika om varje punkt pa den ena linjen ocksa tillhor den andra
linjen.

Tag dérfor en godtycklig punkt pa den forsta linjen

(x,yv Z) = (1 + 2t07 2— 3t0at0)7

dér to ar ett godtyckligt fixt parametervirde. Vi ska nu visa att det finns ett
parametervirde s = sg som ger denna punkt (givetvis efter att ha anpassat
konstanterna a, b, ¢ och d). Vi ska alltsa ta fram so (och a, b, ¢, d) sa att

1+2t0 :4+(Z80, (7)
2 — 3ty = b+ cso, (8)
to = d + 5so. (9)

Frén (9) far vi so = (o — d) som vi stoppar in i (7) och (8),

1+2tg =4+ai(to—d),
2—3tg =b+ci(to—d),

Vi samlar tg i ena ledet

(=3+ tad) + (2 — ta)to =0,
(2—b+ ted) + (=3 = Lo)to = 0.

Konstanterna a, b, ¢, d ska nu véljas sa att ovanstaende ekvationer ar uppfyllda
oavsett vilket virde tg har. Detta betyder att vi maste ha att

-3+ tad =0,
2—%(1:0,
2—b+ted =0,
-3—1c=0.

vilket ger

a=10, b=-3, ¢=-15 och d=3.

W155 Bestam ekvationerna i parameterform for skdrningslinjen till planen
a) x+y+2z=06och 2z —y + z = 3, respektive
b) x+4+2y—z2z=2o0chz=0.

a)  Skirningslinjen bestar av alla punkter som tillhér bada planen.

skéarningslinje

Det betyder att en punkt (z,y, z) pa skdrningslinjen uppfyller bada planens

ekvationer,
r+y+z=06, (1)
20 —y+2=3. (2)
(1) +(2) ger
3z +2z=9 & x—3—§z
Detta insatt i (1) ger
3—22+y+2=6 & y=3-13z
Alltsa, om
rT=3- %z,
y=3-3z,

sa ligger (z,vy,z) pa skirningslinjen. Vi kan variera z och pa sa siitt réra
oss langs skirningslinjen. Variabeln z spelar alltsa rollen av parameter till
linjen. Om vi doper z till ¢ sa far vi alltsa

m:3—§t,
y:37%t7

2z =1,



vilket dr en parametrisering av skirningslinjen. (Hade vi istéillet satt z =
—3t skulle vi fatt svaret i facit. Det dr en annan parametrisering av samma
skdrningslinje.)

Losningsgangen &r precis densamma som till a-uppgiften. Skérningslinjen
ges av alla punkter som uppfyller bada planens ekvationer

T+2y—z=2, (3)
z=0. 4)

(4) insatt i (3) ger v+ 2y =2 d.v.s. £ =2 —2y. Om

T =22y, (1)
z=0, (2)

sa ligger (z,y, z) pa skdrningslinjen. Denna gang dr det y som agerar som
parameter, och med y = t far vi f6ljande parametrisering av skérningslinjen

T =2—2t,
y=t,
z=0.

W157 Bestdm ekvationen for planet genom punkterna (3,2, —1), (7,1,1) och (0,2,4)

)
b)

i parameterform, och

utan parametrar.

For att bestdmma en parametrisering av planet behover vi en punkt ro =
(z0, Y0, 20) 1 planet och tva icke-parallella (linjirt oberoende) vektorer u

och v som &r parallella med planet.

Parametriseringen blir da
r=rog+su-+tv

eftersom varje punkt i planet kan skrivas som en linjirkombination av w
och v om vi utgar fran baspunkten ry. Som punkt i planet kan vi t.ex.
vilja rg = (3,2, —1). Vi far tva vektorer som &r parallella med planet om vi
tar vektorn fran (3,2, —1) till (7,1, 1) och vektorn fran (3,2, —1) till (0, 2, 4),

(3,@”
«(0,2,4)

dvs. (7T-3,1-2,1—(-1)) = (4,-1,2), och (0—3,2-2,4—(-1)) =
(—3,0,5). Planet parametriseras alltsa av

(3,2, —1) + (4, —1,2) + £(—3,0,5).
Den allménna formen for ett plan i koordinatform &r
A(x — z0) + B(y —yo) + C(z — 20) =0,

diir A, B och C &r konstanter och (g, Yo, 20) dr en punkt i planet. Eftersom
vi redan vet punkter som ingar i planet kan vi sétta t.ex.

(I‘O, Yo, ZO) = (3’ 2? _1)

De andra tva punkterna ska ocksa ligga i planet och darfor uppfylla planets
ekvation, d.v.s.

A(T-3)+B(1-2)+C(1—-(-1)) =0,

A(0—-3)+B(2-2)+C(4—(-1)) =0,

4A-B+20=0 (1)
—3A+5C=0 (2)



Fran (2) far vi att A = 3C och detta insatt i (1) ger
4.2C-B+20=0 &  B=2C.

Vi kan alltsa vélja

A=5t,
— 26
B = %t
C=t,

for vilket som helst virde pa t # 0 och fa virden pa A, B och C. Viljer

vi t = 3 fas heltalen A =5, B = 26 och C = 3. Planets ekvation blir
5z —3)+26(y—2)+3(z+1)=0 & 5z + 26y + 3z = 64.

Anm. Konstanterna (A, B,C) svarar mot det stkta planets normalvektor och
olika val av t ger olika lingd pa denna normalvektor.

W159 Berdkna a X b och b X a om
a) a=(5-1,4),b=(-3,2,1),
b) a=(2,1,0),b=(1,-2,5),
och vi har ett hogerhdnt ON-system.

Vi anvénder formeln i sats 1.17,
axb= (a2b3 — agbo, —a1bs + azbi,a1by — agbl), (*)

och sen kan vi anvéinda den antikommutativa lagen for att bestimma b x a.

a) axb=(5,—-1,4)x(-3,2,1) = ((-1)-1-4-2,-5-14+4-(=3),5-2—(—1)-
(=3)) = (-9,-17,7,

bxa=—(axb)=(917,-7),

b) axb=(2,1,0)x(1,-2,5)=(1-5—-0-(-2),-2-5+0-1,2-(=2) —1-1) =
(5,—10,-5),

bxa=—(axb)=(-5,10,5).

Anm. Formeln (x) kan vara ganska svar att komma ihag. I avsnitt 1.12 ges en deter-
minantformel for kryssprodukten som &r enklare att ligga pa minnet.

W160 En tetraeder har hérnen A = (2,3,2), B = (-1,5,4), C = (1,7,—2) och D =
(6,4,1). Bestdm ekvationen for

a) planet genom ABC,
b) héjden genom hornet D.

En tetraeder &r den figur vi far nér vi férbinder fyra punkter, som inte alla ligger
i ett plan, med réta linjer.

D

B

a)  For att bestimma en ekvation for planet ABC behéver vi en punkt i pla-
net 7o och en normalvektor n till planet (en vektor vinkelrdt mot planet).
Da ges planets ekvation i vektorform av

n-(r—mrg)=0.
Vi har redan givet tre punkter i planet sa vi kan t.ex. vélja

ro=A=(23,2).



De tva kantvektorerna AB och AC &r bada parallella med planet sa deras
kryssprodukt ar vinkelrdt mot planet.

ABxAC p

Vi sétter alltsa
n=ABxAC =(-1-25-3,4-2)x (1-2,7—3,-2—2)
= (=3,2,2) x (1,4, —4)
= (20 (-0 =24, —(=8) - (-4 2+ (1), (=3) 4= 2+ (-1))
= (—16,—14,—10).
Planets ekvation blir alltsa

n-(r—rg)=0
& (=16,—14,-10) - (2,9, 2) — (2,3,2)) =0
& —16(x —2) — 14(y —3) = 10(z —2) =0
& 8z + Ty + 5z = 47.

b)  Hojden till hornet D dr den vinkelrita striicka fran basplanet ABC' till D.
D

A
B
Hojden #r alltsa parallell med normalvektorn n = (—16, —14, —10) till pla-

net ABC. Vi vet dessutom att punkten D = (6,4,1) ligger pa hojdlinjen,
sa ekvationen f6r hojden blir

r—6 y—4 z-1 z—6 y—4 =z2-1
-16 —14  —10 8 7 5

W161 Berikna arean av den triangel, vars hoérn &r
a) punkterna (4,1,2), (6,2, —1) och (3,3,4),

b) punkterna (1,1,1), (—1,0,1) och (2,3,0).
(ON-system)

Den triangel med horn i punkterna A, B och C har tva kantvektorer AB och AC.
Om ~ betecknar vinkeln mellan AB och ﬁ da ges triangeln area av

Area = fbasen - hojden = %HEH . ||@|| sin~y
= L|IAB x AC.

a) Med A= (4,1,2), B=(6,2,—1) och C = (3,3,4) bli alltsa arean

Area72||A_B)><@||—2H 6-4,2—1,-1-2)x (3—4,3—1,4—2)|

=50(2,1,-3) x (-1,2,2)||
=%H<1~2—<—3>-27—2~2+<—3>-<—1> 2.2 1. (-1))
=318, =1,5) = 3v/82 + (-1)? + 5% = 3v00 = §V10.

b)  Idetta fall ir A = (1,1,1), B = (=1,0,1) och C = (2,3,0) och triangelns

area ar

Area = || AB x AC|| = §[(-1 = 1,0 = 1,1 = 1) x (2= 1,3 = 1,0 — 1)]|
= 3l(=2,-1,0) x (1,2, - 1)
= (=D (=D =0-2,~(=2)- (-1) +0-1,(-2) - 2= (=1) - 1)
= 3[(1,—2,-3)] = 1T+ (—2)7 + (—3)° = IVIA.




W162 Berikna arean av fyrhérningen ABCD da A = (2,-1), B = (7,3), C = (3,4)
och D = (—1,6). (ON-system)

Vi ritar upp fyrhérningen.

N

~

A

Nu ser vi att fyrhérningens area dr lika med den sammanlagda arean av triang-
larna ABC och ACD.

Eftersom vi har en formel for arean av en triangel i tre dimensioner kan vi
tdnka oss att fyrhorningen ligger i x, y-planet och att vi tillfogar en z-riktning,
d.v.s.

A= (237170)3 B = (73370)7
C = (3,4,0), D= (-1,6,0).

Vi far nu att

area(ABCD) = area(ABC) + area(ACD) = L||AB x AC| + L|AC x AD|
=307 =23 (=1),0-0) x (3-2,4—(~1),0-0)]
+ %||(3_274_ (_1)70_0) x (_1 _2a6_ (_1)a0_0)”
= %"(574a O) X (1a5,0)” + %”(1,5>0) X (_377a O)H
—1|(4-0-=0-5,=5-040-1,5-5—4-1)]
+3(5:0-0-7,1-0-0-(=3),1-7=5-(=3))]|
= 311(0,0,21)| + 51100, 22)]|

1 1 —
=102 402+ 212+ 1/02 + 02 + 222 =

21+22 43
2 27

‘W167 Berikna

a) 2 3
5 4|
sinv —cosv
c) . ,
cosv sin v
1 2 3
f) -3 4 1|,
2 —6 5
3 -1 4
g) 6 5 =2
1 1 -3

2 x 2-determinanter berédknar vi med minneregeln

+

b a b_
d‘_ o = ad — be.

a
C

2 3

a) ‘5 4‘—2-4—3~5—8—15——7,

c) SULU = COS U sinw - sinw — (—cosv) - cosv = sin®v + cos?v = 1.
cosv sinv

3 x 3-determinanter beriknas med en kofaktorutveckling langs forsta raden,

1 2 3
4 1 -3 1 -3 4
f) -3 4 1|=1- —2. +3
0 S S i BN R FE N iy
=1-(4-5-1-(=6))—2-((-3)-5—-2-1)+3-((=3)- (-6) —4-2) =
26 + 34 + 30 = 90,
3 -1 4
5 —2 6 —2 6 5
) 6 5 —2|=3. —(=1)- +4
& L1 3 ‘13’ ‘1 3‘ ’11’
=305-(-3)—(-2)-1)+1-(6-(-3)—(-2)-1)+4-(6-1-5-1) =

-39 —16 + 4 = —51.



W168 Beriikna vektorn a X b med hjilp av determinantframstéllningen, da i ett orto- Vi kan se detta genom féljande forfarande. Vi delar férst upp parallellepipedern
normerat hdgersystem, i tva lika stora halvor,

a)  a=(1,1,0),b=(-1,2,0),

¢ a=(1,-1,3),b=(51,-1). ‘ ‘

Determinantformeln for kryssprodukten lyder
€1 €2 €3
axb=|a a a Varje halva kan sedan delas upp i tre tetraedrar,

b1 by b3

och vi rdknar ut determinanten med kofaktorutveckling ldngs férsta raden

(5] €y €3
a) axb=| 1 1 0 |=¢e 58‘—62 _} 8‘—&—63 1 é‘:
-1 2 0
061 +0€2 +3€3 = (0,0,3)
€] €2 €3
c) axb=| 1 -1 3 |=¢ } _il’) ‘—62 é _i) +es é 1‘:
5 1 -1
—2e;+16ex+6es = (—2, 16, 6)
Eftersom parallellepipedern har volym V' = [a, b, ¢], dir a, b och ¢ ér tre vektorer
som spéanner upp epipedern, sa har tetraedern volymen %V = %[a, b, c].
I detta fall kan vi vilja kantvektorerna till
W170 Berdkna volymen av tetraedern med hérnen (1,2,3), (2,2,5), (5,8,5) (4,5, —3)

och (4,5,—3). (ON-system)

c a=(22,5)—(1,2,3)=(1,0,2),
b=(5,8,5)—(1,2,3) = (4,6,2),
.59 (5.8,5) ~ (1,2.3) = (4,6,2)
c= (47 9, _3) - (17 2, 3) = (3a 3, —6),
Geometriskt kan man se att om vi tar sex kopior av tetraedern kan vi pussla ihop (1,2,3) 5

dem sa att vi far en parallellepiped. (2,2,5)



och volymen blir

W =~ =

a6 2 4 2 14 6
6<1’3—6 013 6|72 |3 3
(6-(—6)—2-3—-0+2-(4-3-6-3))
(=36 — 6 + 24 — 36) = —9.

D= O

Eftersom vi fick ett negativt virde var {a, b, c} ett viinstersystem och volymen
ar +9.

W172 Undersck om foljande vektorer dr linjirt beroende eller oberoende:
a) a=1(0,2,1), b =(0,—1,4) och ¢ = (1,-1,0),
b) a=(1,-6,2),b=(0,2,7) och ¢ = (—2,12,—4).

Vektorerna ér linjért beroende omm (om och endast om) de alla ligger i ett plan,
vilket &dr detsamma som att parallellepipedern de spinner upp har volym noll.
Vektorerna ar alltsa linjirt beroende omm

Volym = [a, b, c] = 0.

a) Vi har att

0 2 1
[a,b,c]=| 0 —1 4 |={Kofaktorutveckling 1:a raden }
1 -1 0
-1 4 0 4 0 -1
SRR

=0-2-(0-0-4-1)+1-(0-(=1) = (=1)-1) =0+8+1=9#0.

Alltsa #dr vektorerna linjért oberoende.

c)  Vihar att

1 -6 2
[@,b,cJ=| 0 2 7 |={Kofaktorutveckling 1:a raden }
-2 12 —4
2 7 0 7 0 2
_1" 12 —4’_(_6)" -2 —4’+2" 2 12‘
=1-(2-(-4)—-7-12)4+6-(0-(—4) = 7-(-2))

+2-(0-12—-2-(-2)) = —92+844+8=0.

Alltsa ar vektorerna linjart beroende.

W173 For vilka virden pa talet a #r vektorerna (1,a®,a), (0,a?,1) och (1,a,1) linjért
beroende? Bestdm for dessa a-virden en linjirkombination av vektorerna (med minst
en koefficient # 0), som &r 0.

De tre vektorerna ér linjart beroende omm deras trippelprodukt &r noll. Eftersom

1 a® a
[(1,a°,a);(0,a®,1);(1,a,1)] = | 0 a® 1

1 a 1
= { Kofaktorutveckling 1:a raden }

a’? 1 3 |0 1 0 a?

B A R R
=1-(a*>—a)—a®*- (0-1-1-1)4+a-(0-a—a’*-1)
=a’—a+d®—d*=d>—a=ala-1),

sa ser vi att vektorerna &r linjart beroende nér a = 0 eller a = 1.
For a = 0 och @ = 1 ska vi nu hitta konstanter cq, ¢y och c3, som alla inte ar
noll, sa att

C1 (1a a3a a) + c2 (07 (LQ, 1) +c3 (Lav 1) = (07070)



a=0: I detta fall ar vektorerna
(1,0,0), (0,0,1) och (1,0,1),

och da ser vi att den forsta vektorn plus den andra vektorn ger den
tredje vektorn, d.v.s.

(1,0,0) +(0,0,1) = (1,0,1)
& 1-(1,0,0)4+1-(0,0,1)—1-(1,0,1) =0

vilket dr den sokta linjarkombinationen.
a=1: Vi har att vektorerna &r
(1,1,1), (0,1,1) och (1,1,1).
Den forsta och den tredje vektorn &r lika,

(1,1,1) = (1,1,1) A

W174 Beridkna avstandet fran punkten (2,1,1) till planet x + y — 2z +1 = 0. (ON-
system)

Lat P = (2,1,1). Det kortaste avstandet mellan P och planet &r det vinkelriita
avstandet.

1-(1,1,1)4+0-(0,1,1) = 1-(1,1,1) = 0.

Avstandsvektorn dr alltsa parallell med normalvektorn n till planet. Normalvek-
torn kan vi avldsa fran planets ekvation (koefficienterna framfor x, y och z),

n=(1,1,-1).

Tar vi en punkt @ = (1,1,3) i planet (vélj bara en punkt som uppfyller planets
ekvation) s &r avstandet mellan P och planet lika med lingden av vektorn QP:s
komposant i n-riktningen.

Komposant

\av@i

n-riktningen

Alltsa ar

QP - n|
[l
[(2-1,1—-1,1-3)-(1,1,-1)]
12+12+(71)2
1 140-14(=2)-(-1)] 3
- N == =3

d=||(@P - en)en| = |QP - €n| =

S

W176a Berékna avstandet mellan planen £ —2y+2—1=0och 2z —4y+2z—1=0.
(ON-system)

For att planen ska ha ett positivt avstand mellan sig maste de vara parallella
(annars skir de varandra), vilket &r samma sak som att deras normalvektorer dr
parallella. I detta fall kan vi avlidsa att normalvektorerna &r

ny=(1,-2,1) och ny=1(2,-4,2)



och da ser vi direkt att ns = 2n4, d.v.s. de pekar i samma riktning. Tar vi nu
en punkt P = (1,1,2) i det forsta planet sa dr avstandet mellan planen lika med
avstandet mellan punkten P och det andra planet.

Vi har alltsa reducerat avstandsproblemet mellan tva plan till att bestdmma
avstandet mellan en punkt och ett plan 2z — 4y + 22z — 1 = 0.

Det kortaste avstandet mellan P och planet &dr det vinkelrdta avstandet, d.v.s.
avstandsvektorn &r parallell med ny = (2, —4, 2).

= (2,1, 2) i planet (uppfyller planets ekvation). Da &r av-

standet d lika med lingden av vektorn CTP)b komposant i no-riktningen.

Vilj nu en punkt @

Alltsa,

W177a Berikna i ett ON-system avstandet fran punkten (0,0, 1) till linjen y +1 = 0,
z+22—-T7=0.

Vi skriver om linjens evation i en mer standardform,

r—1 z-3
:—]_ _— _— = .
Y : Tt 7 0 (*)

Avstandet mellan punkten P = (0,0,1) och linjen dr det vinkelrita avstandet.

L

Fran planets ekvation (x) kan vi avlisa thens rlktmngsvektor v = (1,0, 3), (talen
i ndmnarna). Tar vi en punkt @ = (0, —1, ) pa linjen (uppfyller linjens ekvatlon

tag = 0, () ger att z = 2) si &r avstandet d lika lingden av med Cﬁ’.s



komposant vinkelrdtt mot v.

Vi far denna komposant som differensen mellan Cﬁ’ och Q—f)’:s komposant i v-
riktningen.

d.v.s.

(0-0,0—(-1),1—2)-(1,0,3)
12402+ (5)?

(1,0, %)

_0-1+1.0+(—g)-§(10 1
» Yy 9

4

= ||(0’17_g) + (1707%)“ = \|(1a1,—2)|| =V 12412 + <_2) = \/6

W179 Beridkna avstandet mellan foljande linjer i ett ON-system:

a) m;—lzy_—i—fi:% och JCIZLZQJ;ZIZIZ%7
r=2+1 T =2t

) y=4+4+1¢t och y=—-2+t.
z=6+1 z=241

Det kortaste avstandet mellan linjerna &r det vinkelréita avstandet.

Om vy och vy dr respektive linjes riktning sa #r alltsa avstandsvektorn parallell

med n = vy X vy (vinkelrdt mot bade v; och vs).

Om vi tar tva punkter P och @ pa respektive linje sa dr avstandet d lika med
lingden av vektorn CWD)SS komposant i n-riktning.

P

d=|QP - e,|.

Q

a) I detta fall ser vi fran linjernas ekvationer (lds av talen i nimnarna) att de

har riktningsvektorerna

vy = (2,1,—1) respektive wvs = (1,5,1).



Vektorn vinkelrédt mot linjerna blir

€1 éex e3

n=vyxvy=12 1 -1

1 5 1
e A
Ty o172 1|78 o5

=e(l-1-(~1)-5) —ez(2-1—(~1)-1)
+e3(2-5—-1-1)=6e; —3es+9e3=(6,-3,9).

Tva punkter pa linjen far vi t.ex. genom att sédtta z = 0 i linjernas ekva-
tioner

5
0+1 y+3 z y=—3 5 1
> -1 "o ¢ - ¢ PO
2
0-4 y—2 2z-3 y=—18
= = = & = (0,—18,—1
1 5 1 z=-—1 @ (’ 1)

Vi far nu att avstandet mellan linjerna blir

QP - n|
[[m]]
1(0-0,-3 —(-18),—-1 — (1)) - (6,-3,9)|
62 + (—3)% + 92
o6+ (-3)+3-9 42

V126 :ﬂ%“@

d=|QP e, =

c) Vi kan avldsa linjernas riktningsvektorer (koefficienterna framfor ¢) fran
deras parametriseringar

v =(1,1,1) och wy=1(2,1,1).

Det vinkelrdta avstandet dr alltsa lingden av en vektor som &r parallell

med

€1 e€ex €3

n=vyxve=|1 1 1

2 1 1
L T
el g 7% 172 1

=e(1-1-1-1)—ey(1-1—-1-2) +ez(1-1-1-2)
=0e; +ex—e3=(0,1,-1).
Vi far tva punkter pa respektive linje genom att vilja ett parametervérde,
t.ex. t =0,
P=1(2,4,6) och @ =(0,-2,2).

Avstandet mellan linjerna &r

d:|(;)?.en‘ - ‘mﬁ"” _ [(2—-0,4—(-2),6—2)-(0,1,—1)]
[l 02 4+ 12 + (—1)2
:|2-0+6.1+4.(_1)| 9

V2 :%:ﬂ

‘W180 Berikna det kortaste avstandet mellan rymddiagonalen i en kub med sidan a
(laingdenheter) och en av sidoytornas diagonaler, som inte skiir rynddiagonalen.

Vi placerar kuben i ett koordinatsystem med ena hornet i origo och de fran hornet
utgaende kanterna léngs koordinataxlarna.

z

a



Rymddiagonalen &r den linje
som sammanbinder hérnet i origo
med hérnet (a,a,a). (Vi kan an-
nars placera kuben sa att rymddia-
gonalen blir denna linje.) Eftersom
den gar genom origo och har rikt-
ningsvektor (a, a,a) kan linjen pa-
rametriseras som

x =0+ at,
y =0+ at,
z =0+ at.

Nu finns en hel del diagonaler ldngs sidoytorna som inte skédr rymddiagonalen.

Men alla dessa diagonaler ligger symmetriskt kring rymddiagonalen sa de kommer
ha samma avstand till rymddiagonalen. (De diagonaler pa samma rad kan fas
att overga till varandra genom att vrida kuben med rymddiagonalen som axel.
Diagonaler i samma kolumn 6vergar i varandra genom att vrida kuben sa att origo
och (a,a,a) byter plats.)

Vi kan alltsa vilja en av des-
sa diagonaler, sig den som gar ge-
nom (a, 0, a) och (a, a,0). Diagona-
len gar genom punkten (a, 0, a) och
har riktningen

(a,a,0) — (a,0,a) = (0,a, —a).

Alltsa kan den parametriseras som

r=a-+0t¢t,
y=0+at,
Z=a—at.

Vi soker alltsa avstandet mellan linjerna

x = at, r=a,
y = at, och y = at,
z = at, z=a — at.

Avstandet mellan linjerna &r det vinkelrdta avstandet, d.v.s. avstandsvektorn &r
parallell med kryssprodukten av linjernas riktningsvektorer

e e €3

n = (a,a,a) x (0,a,—a)=|a a a
0 a -—a

I (Y o al, , ja a

“ e —a 210 —a 310 a

= —2ae; +a’ey +a’e3 = (—2d% a% a?).
Vi tar nu tva punkter pa respektive linje
P =(a,a,a) och Q= (a,0,a).

Avstandet mellan linjerna &r da lingden av Cﬁ:s komposant i n-riktning,

0P e~ 1@P | _ [(0.0,0) - (-2 0 @’
1= 1P enl = V(2 (@) + (@)
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