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5 Femte veckan — Integraler

5.1 Primitiva funktioner

Vi har sett tidigare att vissa funktioner, f(z), har primitiva funktioner, dvs en funktion, F'(x),
vars derivata F'(z) = f(z). Om F(z) dr en primitiv funktion dr F'(x) + C ocksé en primitiv
funktion for alla konstanter C, eftersom derivatan av en konstant alltid dr noll.

Exempel

Om vi ser pa en cirkulédr kon med bottenradie 2 och hojd H kan vi se pa volymen av den delkon
som har hojd « som en funktion V' (x).

Om vi deriverar funktionen V' (x) far vi

V() = Tim V(z+h) - V(x)




Vi kan tolka V(2 + h) — V(x) som volymen av en skiva med tjocklek 2. Om A(z) dr konens
tvarsnittsarea pa avstand x fran toppen far vi att

A(x)h < V(z +h) — V(z) < A(z + h)h

och darmed ar
V(z+h)—V(x)

Ax) < < Az + h).

Nir vi later A > 0 krympa mot noll far vi att

V() = Jim V(z+h)—V(z)

h—0

Ra\?
Alz)=m ()
(@)= (%
maste vi leta efter en primitiv funktion till 22. Vi vet att vi fr 322 nir vi deriverar 23, och dirmed
far vi 22 ndr vi deriverar 3 /3. Enligt vara utrdkningar dr V' (z) en primitiv funktion till

= A(x).

Eftersom vi nu vet att

R2
A(SC) = Tﬁﬂ?
och alltsa maéste R2 43
T
V(g)=rms +C

for nagon konstant C'. Nu vet vi ocksé att V' (0) = 0, vilket ger C' = 0 och vi far hela konens

volym som
R*H® 7R*H
Hy=1——= .
VIH) =" g3 3

5.2 Integraler

Om vi har en funktion f(x) med en primitiv funktion F'(z) kan vi lata

[ #w)dr = F ) - Fla)

och vi kan tolka detta uttryck som arean mellan grafen for f(x) pa intervallet a < x < b och
x-axeln. Vi skriver ofta ocksa

Exempel
Vi har enligt ovan att 23 /3 dr en primitiv funktion till % och dérmed
1 30 1
/ rdr =~ — — =~
0

Tolkningen av detta som en areaberidkning ger att arean av omradet mellan z-axeln och kurvan
y = x? péd intervallet 0 < x < 1 4r 1/3.



5.3 Rotationsvolymer

Om vi ser tillbaka pa exemplet med konen ser vi att vi egentligen inte anvint oss av att det dr
fraga om en cirkuldr kon annat 4n nér vi har berdknat A(x). Vi far i vilket fall som helst att

Vi(z) = Ax)

ddr A(x) dr tvdrsnittsarean pa avstand x fran toppen. Vi har dirfor att

Om vi istillet hade haft en rotationskropp som fas genom att rotera en kurva y = f(x) runt
x-axeln, hade tvérsnittsarean varit given av

Alz) =7 f(x)’
och volymen blir

VUﬂ::Awa@fdm

Om vi exempelvis ser ett klot som att kurvan y = v/r? — 22 roterar kring x-axeln pa intervallet
—r < x <rfarvi

r r 31
V = / W(M)Q dr = / m(r? —2?)dr =7 |fE7’2 — é]
_ 3 7T7§ B 7T(—T3) N 7T(—T)?’ B 7T?>r3 —r3 4+ 33— A3

3 3 3
5.4 Differenser och summor

Vi kan jamfora sambandet mellan derivata och integral med sambandet mellan differenser och
summor. Om vi har en f6ljd av tal, exempelvis

0,1,3,6,9,12,15, 18,21, 24

kan vi bilda differenser, eller skillnader, genom 1 —0=1,3 — 1= 2,6 — 3 = 3, osv och far en
ny foljd
1,2,3,3,3,3,3,3,3

Hir ar det klart att om vi kommer ihag det forsta talet i den forsta foljden, och sedan bara diffe-
renserna, kan vi fa tillbaka hela den forsta foljden genom att summera:

1=1, 142=3, 142+3=6, 14243+3=9, 1+2+3+3+3=12,...

Ritar vi upp det med rutor far vi

|

Vi kan nu tolka den forsta foljden som antalet rutor till vinster om en viss linje.
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5.5 Partiell integration

Det finns inga metoder som alltid fungerar for att finna primitiva funktioner, eller till att berdkna
bestamda integraler. Ddremot finns nagra tekniker som kan anvindas for att i de fall det gar
omforma problemet till ett enklare problem.

Ett sadant dr partiell integration, som ar ett slags omvandning av produktregeln vid derive-
ring. Som vi vet dr derivatan av en produkt, h(z) = f(z)g(z), given av

W(xz) = f(z)g(x) + f(z)g'(x)

Om vi nu stér infor att finna en primitiv funktion till en produkt f(z)g(x) och redan kdnner en
primitiv funktoin, F'(X), till f(z) kan vi forsoka vinda pa sambandet och fa

f(@)g(z) = F'(x)g(z) = (F(2)g(x))" = F(z)g'(x)

Eftersom vi nu ser att F'(X)g(x) dr en primitiv funktion till den forsta termen kan vi finna en
primitiv funktion till f(z)g(X) om vi ocksé kan finna en primitiv funktion till /'(x)¢'(z). Var
forhoppning ér att detta problem i nagon mening &r ldttare dn det ursprungliga.

Exempel

Om vi 4r intresserade av att beriakna

rsinx dx
0

kan vi forst finna en primitiv funktion till sin x, som ges av — cos x, och ddrmed fa

/W$sinzvd:1: = [z(—cosz)|j —/ﬂl - (—cosx)dx
0

=m(—(=1))=0-(=1) + [sinz]f =7+ 0—-0=.

Hir blev det senare problemet enklare for att funktionen inte ldngre dr en produkt av ett polynom
med en trigonometrisk funktion utan en ren trigonometrisk funktion vars primitiva funktion vi vil
kinde till. Sa behover det inte alltid bli pa en gang. Ibland kan man behova upprepa proceduren
flera ganger.

Ovning 1 Anviind partiell integration for att bercikna integralerna
1 1
a) / re “dx och b) / r?e % dx.
0 0
Ovning 2 Anviind partiell integration for att beriikna integralerna

a) / r?sinz dz och b) / z? cosz dx.
0 0



5.6 Variabelbyte

Vi har sett att man ibland kan anvidnda produktregeln bakldnges och fa en metod for att integrera
en produkt. P4 samma sitt kan vi ibland anvinda kedjeregeln baklidnges for att integrera en
sammansatt funktion.

Antag att vi vill integrera utfora en integral dr integranden skulle se ldttare ut om vi uttryckte
den oberoende variabeln x som en funktion i en annan variabel ¢, dvs x = ¢(t). Vi behdver da se
hur kejderegeln skulle kunna anvidndas. Om nu F'(x) var en primitiv funktion till f(z) skulle vi

ha att
(F(g(1))) = F'(g(t)g'(t) = flg(t))g'(t)
Om vi ivll anvinda detta kan vi integrera bada sidor och far da

F(6) - Fla)= [ faydr = ["(FGo)) d = [ fo(e)g't)at

Det betyder att vi kan tidnka oss att vi har gjort foljande forandringar

r = g(t)
dx = ¢'(t)dt
a =g(c)
b =g(d)

Exempel

For att berakna

T
/ xVr? —x?de
a
for positiva varden pa a kan det vara intressant att gora variabelbytet
x=Vr?—1t2.

Nir vi deriverar v/r2 — t2 far vi

och ddrmed leder variabelbytet till

r =g t) = \/r2 — 2
dv = g'(t)dt = —t/\iT— 2t
a = g( r2 — a2)
r =9(0)
vilket gor att
T 0 _t
/$\/T2—x2dl‘ :/ ViZ — 2. dt
@ VrZ—a? 7“2 —t2
0 3 0 1
= —t2 dt = [_‘| — 7(7,2 . CL2)3/2,
VrZ—a? 3 e 3



Vi kan ocksa gora variabelbytet x = /¢ och fér da

vo=g(t) =Vt

dr = g¢'(t)dt =1/(2V1)dt
a =g(a®)
ro=g(r’)

vilket ger

T r? 1 r2 1
/ V2 —atde = /2 ViVr? — t—2\/¥ dt = /2 5(7“2 — )2 at
7'2 1
(r2 — t)3/2} _ g(rz ey

a2

_[1—2
123

Ovning 3 Anviind variabelbytet © = sint for att berikna integralerna

1 1 1
- V1 — 72
a) /o mdm och b) /0 1 —22dx.
Ovning 4 Anviind variabelbytet t = sin « for att berdikna integralerna

w/2 w/2
a) / cos® x dx och b) / cos® z dx.
0 0

Ovning 5 Anviind variabelbytet t = €* for att bercikna integralen

w/2 T
/ ¢ dz.
o l1+4e”




Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina

Ovning 5.1
a) Bestdm arean av det omrade som ligger mellan graferna for funktionerna f(z) = cosx och
g(x) = 1/2 pa intervallet [0, 27]. 4)
b) Bestidm ett uttryck for motsvarande area om vi byter ut funktionen g(x) = 1/2 mot g(z) =
cos a, dir a dr en konstant med 0 < a < 7. 3)
c¢) Vilka virden pa a ger den storsta, respektive minsta arean mellan graferna? (2)
Ovning 5.2

a) Bestim arean av omradet mellan graferna for funktionerna f(x) = cos z och g(x) = sin 2z
pa intervallet 0 < z < 7/2. 4)

b) Kurvan y = z(1 — z) pé intervallet 0 < z < 1 roterar kring x-axeln och begrénsar
pa sa vis en tredimensionell kropp. Bestim med hjdlp av en integral volymen av denna
rotationskropp. 3

c) Nir ett omrade ovanfor z-axeln roteras kring z-axeln kan volymen for den uppkomna
rotationskroppen beskrivas som 27r A dédr A dr arean under grafen som roteras och r ar
avstandet fran omradets tyngdpunkt till z-axeln. Bestim tyngdpunktens hojd dver z-axeln
for det omrade som roteras i b). 2)

Ovning 5.3

a) Bestdm volymen av den rotationskropp som uppkommer da kurvan y = /1 — 222 roterar
kring x-axeln pa intervallet 0 < x < 1/2. 3)

b) Anvind partiell integration for att berdkna integralen
™ 9 .
/ xsinzdz.
0

C))
c) Berikna integralen

V2
/ V2 — x2dx
0

med hjilp av variabelbytet t = 2 — 22 (Ledning: 2/3z+/x ér en primitiv funktion till \/z.)
(2)



Ovning 5.4

a) Berikna integralen
™
/ | sinz — cos 2z | dx.
0

C))

b) Anvind forst variabelbytet £ = In x och sedan partiell integration for att berdkna integralen

/12(111 x)*dx.

)

Ovning 5.5
a) Bestim arean mellan graferna for funktionerna f(x) = e® och g(x) = €* pa intervallet
—-1<zr <. C))

b) Berikna integralen
/ xsinx dx
0

med hjélp av partiell integration. 3
¢) Anvind en trapetsmetoden med fyra delintervall for att fa en numerisk approximation av
samma integral som i foregaende deluppgift. (2)

Ovning 5.6

a) Beridkna integralen
[ rayian
dir f(z) = e* — 1 for alla reella x. 3)
b) Berikna integralen
/01(1 — %) dw
med hjélp av partiell integration. 3)

c) Lat g(t) vara en periodisk funktion med period 7" och lat a vara en reell konstant. Visa att

/(nH)T e f(t)dt = K/OT e™ f(t)dt

T

for nagon konstant K och bestim denna konstant. 3)



Ovning 5.7

a) Polynomet p(z) = 1 — 222 #r en approximation av cos 2z som #r bra for sma virden pé z.
Berikna integralerna

/4 /4
/ cos 2x dx och / p(z) dx
0 0

och jamfor resultaten. Hur stort blir det fel man far genom att anvianda approximationen?

C))

b) Bestdm hur stort felet blir nir man anvinder trapetsmetoden med tre delintervall for att
berédkna integralen

w/4
/ cos 2z dz.
0
(2)
¢) Berikna volymen av den rotationskropp som bildas da omréadet under grafen for f(x) =
In(z) + 1 roterar kring z-axeln pd intervallet 1 < z < e. 3

Ovning 5.8

a) Kurvorna y = €%* och y = e~2% avgrinsar tillsammans med linjen z = In(2) ett omréde i
planet. Berdkna arean av detta omrade. 3

b) Berikna integralen
T sinw
—dx.
0 2+cosx
med hjilp av variabelbyte. 3

c) Bestdm det virde pa konstanten a som minimerar
" 2
/ (ax — sinz)” dx.
0
3

Ovning 5.9

a) Beriikna arean av det dndliga omride som begriinsas av parabeln y = 4 — 22 och linjen
y=142z. 3)

b) Anvind variabelbytet = tant for att beridkna integralen
L1
J—
0o 1+ a2
3

c¢) Berikna arean mellan de tva kurvorna y = sin(x + a) och y = sin(x + b) pa ett intervall
som ligger mellan tva nérstdende skiarningspunkter. 3)



Ovning 5.10

a) Kurvan f(z) = sin(z) avgrénsar tillsammans med dess tangenter i punkterna x = 0 och
x = 7 ett omrade i planet. Berdkna arean av detta omrade. )]

b) Samma omrade roterar kring x-axeln. Berdkna volymen av den rotationskropp som bildas.

3

c) Berikna integralen

1 1 d
/0 1+vz
med hjélp av ett variabelbyte. (2)
Ovning 5.11

a) Anvind en integral for att beriikna arean av omridet mellan kurvan y = 22 och linjen
y =2z + 3. 3

b) Bestim en primitiv funktion till f(x) = z?sin 2x genom att anvénda partiell integration.

3

¢) Bestdm volymen av den rotationskropp som bildas nédr kurvan y = tan z roterar kring
x-axeln pa intervallet —7 /4 < z < 7/4. 3)

Ovning 5.12

a) Beriikna arean av omridet som begriinsas av de tvé kurvorna y = x och y = x® pé inter-
vallet —1 < z < 1. 3)

b) Anvind trapetsmetoden fOr att bestimma ett ndarmevirde till integralen
1
/ 221 — 22 dx.
0

Anvind fyra delintervall och ange svaret med tva decimaler. R))

¢) Anviind variabelbytet t = 22 for att beriikna ett exakt virde for integralen

2
/ ze /2 dg.
0

3)
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Ovning 5.13

a) Beriikna arean av omradet mellan kurvorna y = 222 + 2 —5ochy = 22 + x — 1 pa
intervallet 0 < z < 3. 3)

b) Berikna integralen
/Oﬂ/Q(sin 2z — cos 3x) dx.
(2)
¢) Berikna volymen av den rotationskropp som bildas nir kurvan

y = +\/Tcosx

roterar kring x-axeln pa intervallet 0 < x < 7. (Ledning: Anvind partiell integration och

formeln for cosinus av dubbla vinkeln.) €))
Ovning 5.14
a) Beriikna arean mellan kurvorna iy = €2 och iy = ¢ 73 pd intervallet —1 < z < 1. 3)

b) Anvind ett variabelbyte for att berdkna integralen

1 9t
/0 1+ 4¢2 dt.
3)
—2x

c) Bestdm konstanter a och b sd att e~ **(a cos x+b sin ) blir en primitiv funktion till e=** cos =
och anvind detta for att berdkna integralen

—2x(

s
/ e % cosx dr.
0

3)
Ovning 5.15
a) Beriikna arean av omradet mellan kurvorna 4y = sinz och y = sin®z pa intervallet 0 <
x < 7. (Ledning: sin® z = (1 — cos 2x)/2.) 3)
b) Berikna integralen
/077/2 z?sinz dz.
med hjilp av partiell integration. 3)

¢) Anvind trapetsmetoden med tre delintervall for att bestimma ett ndrmevérde till integralen

w/2 5
/ x°sinx dx
0

3)

11



Ovning 5.16

a) Berikna arean mellan graferna for funktionerna g(x) = sin 2z och h(x) = cos z pa inter-

vallet —7/2 < x < 7/2. Ange svaret pa exakt form. 4
b) Anvind trapetsmetoden med fyra lika langa delintervall for att berékna ett nirmevarde till
integralen
/ 1 e 2 dy.
-1
Ange svaret med tre siffrors noggrannhet. (2)
¢) Berikna integralen
2
/ 2 Inz dz.
1
Ange svaret pa exakt form. 3
Ovning 5.17
a) Beridkna det exakta virdet av integralen
"7 /4
/ ) (sinz + cos 2x) dz.
—7/4

3)

b) For att berikna tyngdpunkten hos en balk vars tvirsnittsyta begriansas av kurvorna y(z) =
+f(z), for a < x < b, behdver man beriikna kvoten

_ Jo f@)ada

b @y
Berikna T, om f(x) = sinx for 0 < z < 7/3. 3)
c¢) Berikna volymen av den rotationskropp som bildas da kurvan y = sinx + 2 cos  roterar
kring x-axeln pa intervallet —7/4 < z < 7 /4. 3)

Ovning 5.18

a) Berikna arean av omradet som avgrinsas av kurvorna y = 2%, y = 22° och linjerna
x = —1 och x = 1. Ange svaret pa exakt form. 3

b) Bestim volymen av den rotationskropp som bildas da kurvan y = xe™" roterar kring x-
axeln pa intervallet 0 < = < 2. Ange svaret pa exakt form. 3

T/2 qi
/ sinz
-n/2 X
med hjdlp av trapetsmetoden med fyra lika langa delintervall. Ange svaret med tva de-

cimaler. (Observera att integranden inte dr definierad i punkten x = 0, men har ett ként
grinsvirde da = gar mot noll.) 3)

c) Bestdm ett ndrmevérde till integralen

12



Facit

Ovning 5.1 (5B1134:Modelltentamen:4)

a) Arean mellan graferna dr 7 /3 + 2V/3.

b) Uttrycket for arean ir (27 — 4a) cos a + 4 sin a.

¢) Maximum dr 27t och minimum &r 4.
Ovning 5.2 (5B1134:KS:4:2003)

a) Arean av omridet mellan graferna ér 1 /2.

b) Rotationskroppens volym ir 7 /30.

c) Avstindet fran omridets tyngdpunkt till z-axeln 4r 1/10.
évning 5.3 (5B1134:Tentamen:031013:4)

a) Volymen ir 237 /24.

b) foﬂ- z2sinzdr = 72 — 4.

) foﬁzw /2 — 22de = 2/2/3.

Ovning 5.4 (5B1134: Tentamen:031103:4)

a) foﬂ- | sinz — cos 2z|dz = 3V3 — 2.
2
b) f1 (Inz)2de = 2(In2)2 — 4(In2) + 2 ~ 0, 19..

f)vning 5.5 (5B1134:Tentamen:040109:4)

a) Arean mellan kurvorna ges av (e? + 1)(e — 1)2/2e2 ~ 1, 68.
™
b) f zsinz dr = .
0
¢) Trapetsmetoden ger w2 (1/2 4 1) /8 = 2, 98.
()vning 5.6 (5B1134:Tentamen:040821:4)

a) ff F(z)2de = (e* — 4e +7)/2.

b) fol(l —z2)e® dz = 1.

¢) Konstanten ir K = ™7,

Ovning 5.7 (5B1134:KS4:2004)

a) Integralernas viirden blir 1/2, respektive 7 (24 — m2)/96 och felet man far
genom att anviinda approximationen &r (247 — w3 — 48)/96 ~ —0, 038.

b) Felet man fir genom att anviinda trapetsmetoden blir (7 (2 ++/3) —12) /24 ~
—0,011.

c) Rotationskroppens volym éir V' = 7 (2e — 1) & 13, 9 volymsenheter.

Ovning 5.8 (5B1134: Tentamen:041011:4)

a) Arean av omréddet dr 9 /8 areaenheter.

™
sinx
b) —— dx = 1n(3)
2+ coszx
0

¢) Virdet pd a som minimerar integralen ir a = 3/7r2,

(")vning 5.9 (5B1134:Tentamen:041030:4)

a) Arean av omradet dr 32 /3 areaenheter.

b) Integralens virde ir 7 /4.

(=24/2—2cos(a —b)).

c) Arean av omréidet ir 4| sin((a — b)/2)|

Ovning 5.10 (5B1134:Tentamen:050112:4)

a) Areanir (2 — 8)/4.
b) Volymen ir w2 (mw2 — 6)/12.

1
1 =2 —
c) o Wd‘L—2 21n2.

Ovning 5.11 (5B1134: Tentamen:050829:4)

a) Arean mellan kurvorna ir 32 /3 areaenheter.
b) (1/4—a2/2) cos 2z + (z/2) sin 2z iir en primitiv funktion till 22 sin 2z.

c) Rotationsvolymen ér 27 — w2 /2(= 1, 35) volymnsenheter.

Ovning 5.12 (5B1134:K54:2005)

a) Arean av det omradet mellan kurvorna &r 1 /2 (areaenheter).

b) Uppskattningen med trapetsmetoden ger O, 16.

2 2
c) fO ze” /24 =1 — e~ 2,

f)vning 5.13 (5B1134:Tentamen:051017:4)

a) Arean mellan kurvorna dr 23 /3 areaenheter.
2
b) fow/ (sin 2z — cos 3z) de = 4/3.

c) Volymen av rotationskroppen ir w3 /4 volymsenheter.

(")vning 5.14 (5B1134:Tentamen:051024:4)

a) Arean mellan kurvorna iir (€3 +e73) /34 (e2 +e72) /2 —5/3 arcacnheter.
1

b 2t/(1 + 4t?) dt = (In5)/4.

) [, 2t/(1+4¢%) dt = (in5)/

c) a = —2/50chb = 1/5 vilket leder till foﬂ e 2% coswdx = 2(1 +

e=27m) /5.

Ovning 5.15 (5B1134: Tentamen:060113:4)

a) Arean mellan graferna ir 2 — 7 /2 areaenheter.
2
b) foﬂ-/ z?sinzdz = m — 2.

¢) En approximation med tre delintevall ger 1, 2.

Ovning 5.16 (5B1134:KS4:2005)

a) Arean mellan graferna dr 5 /2 areaenheter.

. ) 1 _z2)2
b) Trapetsmetoden med fyra delintervall ger f ) e” " dz =~ 1, 69.

o ff 2% In(z) dz = (1601n2 — 31)/25.

f)vning 5.17 (5B1134:Tentamen:061016:4)

o ™ (s -
a) f7"/4(slnz + cos 2z) dz = 1.

b) Vifir Ty = (3v/3 — 7)/3.

¢) Rotationskroppens volym ér 572 /4 + 37 /2 volymsenheter.

Ovning 5.18 (5B1134: Tentamen:070116:4)

13

a) Arean av omradet mellan graferna ir 1 areaenhet.
b) Volymen av rotationskroppen ir 7w(1 — 13e~%) /4 volymsenheter.

c) Trapetsmetoden ger ndrmevirdet 2, 70.
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