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1 Forsta veckan — Geometri med trigonometri

Till att borja med kom trigometrin till for att hantera och 16sa geometriska problem, framforallt
inom astronomin. Det dr i geometrin det &r léttast att se de trigonometriska begreppen sinus,
cosinus och tangens. Det handlar om att ga mellan vinklar och fohallanden mellan sidldngder i
ratvinkliga trianglar. For att forsta vinkelbegreppet och de tva olika enheter, grader och radianer,
vi har for att méta vinklar behover vi ocksa titta ndrmare pa cirklar, cirkelsektorer och cirkelseg-
ment. Fran ratvinkliga trianglar gar vi vidare till trianglar i allminhet och vi kan da komma fram
till tre viktiga samband, Areasatsen, Cosinussatsen och Sinussatsen.

Ratvinkliga trianglar

I en triangel dér en av vinklarna &r rdt har vi Pythagoras sats som talar om hur lang hypotenusan,
¢, ar givet langderna av kateterna, a och b.

Sats 1 (Pythagoras sats) Om vinkeln som star mot sidan c dr rdt géiller att
a> +v* =2

Ovning 1 Bevisa Pythagoras sats genom att dra héjden mot sidan ¢ och se att denna delar in ¢
i tvd delar vars lingder dir a*/c och V? /¢ pé grund av likformighet.



v oc
b

Om vinkeln vid A &r v later sinus, cosinus och tangens for vinkeln v vara relationerna

. a b a
sinv = —, cosv = — och tanv = —.
c

c b

Dessa beror inte pa hur stor triangeln dr utan bara pa vinkeln v och vi ser pa en gang att

a a/c sinv
tanv = - = — = .
b b/c cosv

Cirklar

Om vi drar tva linjer fran en cirkels centrum till dess periferi uppstar en cirkelsektor mellan dem.
Drar vi dessutom en linje, eller korda, mellan de tva punkterna, P och (), pa periferin skir vi av
ett cirkelsegment utanfor denna.

P/\Q




Om vi miter vinkeln v i grader, sa att ett helt varv motsvarar 360°, kan vi berikna cirkelsektorns

area som
v 2

T,
360°
dir r dr cirkeln radie. Vi kan ocksd mita vinkeln i radianer, sa att ett helt varv motsvarar 27
radianer. Da far vi cirkelsektorns area som

v , or?
— = —.
27 2
Cirkelsegmentets area kan vi sedan fa genom att dra bort arean av triangeln, som vi enligt area-
satsen nedan kinner som 1
— . r?sinv.
2

Vi kan alltsa skriva cirkelsegmentets area som

or? 1, . 7"2( in0)
— — =~ .r?sinv = — (v — sinv).
2 2 2

Triangelsatserna

Genom att rita en figur dédr vi drar en hojd mot en av sidorna kan vi hérleda alla tre triang-
elsatserna. (Om vi ska vara ordentliga ska vi egentligen ocksa se pa de fall da hojden inte
traffar motstaende sida.) Om triangelns horn dr A, B och C, brukar vi kalla triangeln for ABC.
Sidldngderna for motstaende sidor brukar betecknas a, b och ¢ och motsvarande vinklar for «, 3
och ~.

b

Sats 2 (Areasatsen) Arean av triangeln ABC' ges av

1 1 1
2 besina = i-acsinﬁ =5 absin .



Ovning 2 Bevisa areasatsen genom att anviinda att arean dr bh /2.

Sats 3 (Sinussatsen) [ triangeln ABC giller foljande samband

a b c

sina  sinf siny’

Ovning 3 Bevisa sinussatsen genom att stiilla upp tvé olika uttryck for hojden h.
Sats 4 (Cosinussatsen) [ triangeln ABC gdiller foljande samband
a’> =b"+c* —2bccosa, b =a’+c* —2accosB och * =a’+ b —2abcosn.

Ovning 4 Bevisa cosinussatsen genom att skriva om bv* som (b — x)? — x> — 2xb. Med hjiilp
av Pythagoras sats kan sedan (b — x)* och x* uttryckas med hjilp av a, c och h, medan x kan
uttryckas med hjdlp av cosinus.

Rekommenderade uppgifter?

I den hir kursen kommer det inte att finnas nagra uppgifter i kurslitteraturen som alla rekom-
menderas att gora. Det beror dels pa att gruppen &r sa spridd nér det géller hur vil materialet dr
kant i forvag, dels pa att det &r tid att borja ett nytt sétt att arbeta med matematik. Meningen med
uppgifterna dr att man ska befésta de teoretiska kunskaperna i praktiken och kunna anvinda dem
for att 16sa problem. Problem kan ligga pa mycket olika niva nér det géller hur direkt man kan
tillampa de teoretiska kunskaperna. Det viktiga dr att varje student arbetar med uppgifter som
leder till nya kunskaper och insikter hos just den individen. Rekommendationen ir alltsa att titta
pa uppgifterna som hor till de givna avsnitten och forst se pa vilken niva det dr ndgon mening att
borja. Den som redan tidigare dr fortrogen med materialet har inte sa stor nytta av att arbeta med
uppgifter pa den liagsta nivan. Uppgifterna i kurslitteraturen dr markerade med A, B och C for
att markera niva dar A dr den lagsta nivan. Uppgifterna fran kontrollskrivningar och tentamina
befinner sig alla pa hogre niva dn A. Infor kontrollskrivningen dr det meningen att alla ska ha
hunnit upp till den niva som kréivs for godkédnt och manga kommer ocksa att ha hunnit liangre
och far da poing for hogre betyg.

Uppgifterna som ges nedan ligger pa en ytterligare hogre niva och ir tinkta for att stimulera
till att tanka vidare utanfor lirobokens begriansningar. Det dr inte meningen att man ska kunna
16sa uppgifterna pa egen hand. Det ir i stédllet meningen att studenterna med hjélp av varandra
och ldraren skall kunna arbeta med problemen och pa det viset ldra sig nagot om geometri och
trigonometri.

Ovning 5 Bestim lingden av kordan som ges av skiirningen mellan enhetscirkeln och linjen
r4+y=1/2.

Ovning 6 Betrakta de punkter (x,y) som uppfyller olikheterna

2 +y? < A4,
y > 1



a) Rita upp omrddet och avgor vad det dr for typ av omrade.
b) Bestdm arean av omradet.
c) Ersdtt den andra olikheten med x + y > 2 och bestdm arean av omradet.

d) Ersditt den andra olikheten med y > c och bestiim hur arean av omrddet, A, beror pd c.
Skissera grafen for A(c).

Ovning 7 Betrakta omrddet i planet som beskrivs av olikheterna

2 +y? <9,
z > 0,
y >

a) Rita upp omradet och visa att det ir en sektor.
b) Bestdm oppningsvinkeln, arean och bagldangden for sektorn.
c) Hur varierar arean av sektorn med c om den sista olikheten ersditts med y > cx?

Ovning 8 En triangel har tvd sidor av lingd a och en sida av lingd b. Uttryck sinus och cosinus
for alla vinklar i triangeln med hjilp av a och b. Forenkla uttrycken sa langt som maojligt. Vad
héinder om vi skriver a = m? +n? och b = 4mn?.

Ovning 9 En tetraeder dir en tredimensionell kropp med fyra triangelformade sidor. I en re-
gelbunden tetraeder dr alla fyra sidor liksidiga trianglar och tyngdpunkten i tetraedern har da
samma avstand till alla fyra horn.

e Hur ldngt dr det avstandet i forhallande till kanternas lingd?
o Om man star i tyngdpunkten och ser mot tva olika horn. Vilken dr da vinkeln mellan dessa?
e Hur ldanga skall tetraedernas sidor vara for att den skall rymma en liter?

Ovning 10 Longitud och latitud ger koordinater pé jordytan som kan tinkas som en sfir med
omkretsen 40 000 km vid ekvatorn. Hur stort dr avstandet mellan Stockholm och Goteborg?
Koordinaterna dr (59,2°N, 17,6°0) for Stockholm och (57,4°N,12,2°0) for Giteborg.

Ovning 11 En triangelformad plétbit med mdtten 15 cm, 20 cm och 30 cm hdlls upp mot solen
som lyser klar over Stockholm. Det dr mitt pd dagen pa midsommarafton.

a) Hur stor kan arean av skuggan av platbiten pa marken bli?
b) Hur stor kan den bli tre timmar senare?
(Jordaxelns lutning dr c:a 23°.)

Ovning 12 Bestim ett uttryck for arean av en triangel med horn i punkterna (ay,by), (az, by) och
(a3, b3). (Ledning: Rita in triangeln i en rektangel med sidor parallella med koordinataxlarna.)



Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina.

Ovning 1.1 Rita upp triangeln ABC med A = (1,3), B = (2,4) och C = (5,1).
a) Bestdm cosinus for samtliga vinklar 1 triangeln. )]
b) Avgor vilken av vinklarna som &r storst. 2)

c) Lét C rora sig efter linjen = 5 och bestdam ett villkor pa C' for att vinkeln B skall vara
den storsta i triangeln. 3)

Ovning 1.2 Rita upp triangeln ABC med A = (1,2), B = (3,5) och C' = (5, 1).

a) Bestdam sinus for samtliga vinklar i triangeln genom att anvédnda areasatsen.(Ledning: For
att bestimma sidlangderna och arean av triangeln kan man skriva in den i en rektangel med
sidorna parallella med koordinataxlarna.) @

b) En av vinklarna dr néstan precis 60°. Vilken &r det, och &r den storre eller mindre dn 60°?

(2)
c) Nista vecka kommer vi att studera subtraktionssatsen for cosinus, som sédger att
cos(a — [3) = cos accos B + sin arsin 3.

Anvind denna for att hirleda ett uttryck for cosinus av vinkeln mellan de tva linjerna
y=krochy=/{x,dirk > 0och?>0. 3

Ovning 1.3

a) Ien triangel ABC iér sidan ¢ = |[AB| = 5,1 cm och sidan a = |BC| = 6,7 cm. Vinkeln
vid A dr o = 68°. Bestdm narmevirden med tva géllande siffror till den tredje sidans ldngd
och de bada andra vinklarna med hjélp av nagon av triangelsatserna. 4)

b) Tva cirklar skir varandra i tvd punkter som ligger pa avstind v/2 fran varandra. Cirklarnas
radier #r 1 respektive v/2. Bestdm arean av det omrade som ligger innanfor bada cirklarna.

)
Ovning 1.4

a) En triangel har sidldngderna 4 cm, 5 cm och 6 cm. Bestdm samtliga vinklar och arean av
triangeln. 5)

b) Vi far en rundad triangel fran en liksidig triangel genom att sitta dit cirkelbagar med cent-
rum i ett av hornen och som gar genom de andra tva hornen. Bestam forhallandet mellan
den rundade triangelns area och den ursprungliga triangelns area? 4)



Ovning 1.5
a) Bestdm vinklarna i en triangel med sidlingderna 11 cm, 13 cm och 17 cm. @

b) Hur stor del av en cirkels yta utgors av en regelbunden sexhdrning som har sina horn pa
cirkelns rand? 3)

¢) Hurlang omkrets har en regelbunden n-horning i férhallande till den cirkel dess horn ligger
pa? ()

Ovning 1.6 I triangeln ABC har sidan AB lingd 7, sidan BC' lingd 5 och cos B = 1/7.

a) Bestdm exakta virden for lingden av den tredje sidan och cosinus for de bada Gvriga
vinklarna. 5)

b) Lat S vara centrum for en cirkel med som har alla triangelns horn pa periferin. Vi vet nu att
vinkeln AS B ér dubbelt sa stor som vinkeln C' enligt en kind sats. Enligt satsen for cosinus
av dubbla vinkeln &r cos 2C' = 2 cos® C' — 1. Anviind detta for att bestimma cirkelns radie.

C))
Ovning 1.7 En triangulir tomt har matten 35 m, 48 m och 50 m.
a) Berikna nirmevirden for vinklarna vid alla tre hornen med tva gillande siffror. @))
b) Berikna ett nirmevirde med tva gillande siffror for tomtens area. 2)

¢) En familj som kopt den obebyggda tomten vill soka bygglov for ett hus som dr format som
en reguljdr pentagon, dvs en femhorning dar alla sidor &r lika langa och alla vinklar &r lika
stora. Man kan rikna med att fa bygglov for ett hus med bottenarea som upptar hogst 10
% av tomtarean. Hur langa kan husets viggar i sa fall vara? 3)

Ovning 1.8 Tva av sidldngderna i en triangel 4r 8 m och 13 m. En av vinklarna #r 60°.
a) Bestdm alla mojliga virden for den tredje sidans langd. 4)
b) Hur stor kan triangelns area maximalt vara? 3

¢) I en ritvinklig triangel delar en linje den rita vinkeln i tva vinklar som dr 30°, respektive
60°. Linjen delar hypotenusan i tva langder som &r 8 cm respektive 2 cm. Hur langa dr
kateterna i triangeln? 2)



Ovning 1.9 I triangeln ABC ir vinklarna A = 42°, B = 63° och C' = 75°.

a) Bestdm hur ldnga de 6vriga sidor &r ifall den kortaste sidan har lingd 15 m. Ange sidlingderna
med tva gillande siffors noggrannhet. 3)

b) Bestdm alla tre sidlingder med tva géllande siffrors noggrannhet ifall arean av triangeln ar
1000 m?. C))

c) Hirled cosinussatsen med hjélp av Pythagoras sats genom att dra en hojd mot en av sidorna.

(2)
Ovning 1.10

a) I en triangel dr tva av sidlangderna 7 respektive 8 lingdenheter och vinkeln mellan dessa
sidor dr 120°. Bestiim den tredje sidans ldngd och triangelns area.

3
b) Bestim sidldngderna i en triangel dér vinklarna dr 34°, 57° och 89° och triangelns area &r
44 cm?. Ange svaren med tva virdesiffror. 3)

c) Tva tangenter till en cirkel med radie  méts vid en vinkel av 45°. Hur stor dr arean av det
omrade som ligger mellan tangenterna och cirkeln? (R))

Ovning 1.11

a) Om tva av sidorna i en triangel dr 5 meter respektive 6 meter. Vilka lingder pa den tredje
sidans ldngd ger upphov till en triangel med en area pa minst 9 kvadratmeter. S

b) Jamfor arean av en regelbunden oktagon med sida 1/+/2 med en regelbunden hexagon med
sida 1. Vilken ir storst? 4)

Ovning 1.12

a) I en spetsvinklig' triangel #r tva av sidorna 8, 6 meter och 9, 7 meter. Arean dr 32 kvadrat-
meter. Hur stora dr vinklarna och hur lang dr den tredje sidan? Ange svaren med tva
gillande siffrors noggrannhet. Q)

b) Tva cirklar med samma radie r har sina medelpunkter pa varandras periferi. Hur stor &r
arean av det omrade som cirklarna bildar tillsammans? Ange svaret med ett exakt virde.

C))

lalla vinklar &r mindre dn 90° (7 /2 radianer)



Ovning 1.13

a) Bestidm vinklarna i en triangel med sidldngderna 4, 2 cm, 6, 3 cm och 7, 8 cm. Ange svaren
som niarmevirden i grader med tva gillande siffror. 3

b) Bestdm arean av en triangel med sidlangderna 4,0 cm, 5,2 cm och 6,5 cm. Ange svaret
som narmevirde med tva gillande siffror. 2)

¢) Beridkna arean av ett cirkelsegmemt med sidan 8,4 cm och hojden 2,3 cm. Ange svaret

som ett ndarmevirde med tva géllande siffror. 4)
Ovning 1.14

a) Ien triangel &r sidan a 2, 3 cm, sidan b 4, 5 cm och vinkeln mellan sidorna b och c dr 24, 8°.

Bestdm de Ovriga vinklarna, den tredje sidans ldngd och triangelns area. Q)

b) Bestdm arean av den bladformade figuren nedan dér vinklarna vid spetsarna dr 48° och
langden ér 5, 2 cm. 4)

Ovning 1.15

a) Bestim sidldngdernai en triangel med vinklarna 44°, 63° och 73° om arean av triangeln ar
64 cm?. Ange svaren som ndrmevirden i grader med tva gillande siffror. Q)

b) Hirled areasatsen och sinussatsen. )

Ovning 1.16 En triangel har hornen A, B och C. Sidan AB ir 5,2 m, sidan BC' ir 6,3 m och
vinkeln vid A dr 56°.

a) Bestidm sidan AC' och vinklarna vid B och C'. Ange svaren som narmevérden i grader med
tva géllande siffror. 4)

b) Bestdm triangelns area med tva gillande siffrors noggrannhet. 2)

c¢) Inuti triangeln ligger en cirkel med radie 75 cm som tangerar bade sidan AB och sidan
AC. Bestam arean av det omradet som ligger mellan cirkeln och hornet A med tva gillande
siffrors noggrannhet. 3)



Ovning 1.17

a) Bestim vinklarna i en triangel med sidldngderna 22 m, 53 m och 43 m. Ange svaren som
niarmevirden med en decimals noggrannhet. 3)

b) En fyrhorning har sidldngder 4, 3 cm, 5, 3 cm, 8,2 cm och 5, 6 cm i denna ordning. Vinkeln
mellan den forstndmnda och den sistnimnda sidan dr 35°. Bestdm fyrhorningens area. (3)

c) Bestdm arean av det minsta cirkelsegment som bildas da en ritvinklig triangel med sidlangder
5cm, 12 cm, och 13 cm skrivs in i en cirkel, sa att alla tre hornen ligger pa cirkelns periferi.

3)
Ovning 1.18

a) Bestdm samtliga vinklar och arean av en triangel med sidorna 21,0 cm, 23,0 cm och 42,0
cm. Ange vinklarna i grader med en decimal och arean med tre virdesiffrors noggrannhet.

€)

b) Bestdm arean av den skuggade delen av figuren nedan som skérs ut av sex lika stora cirklar
med radie 1 cm och med centrum i spetsarna av den skuggade figuren. Ange svaret pa
exakt form. 4)

10



Facit
Geometri med trigonometri

Ovning 1.1
a) cosa = 1/+/10,cos 8 = 0 och cos v = 3/+/10.
b) Vinkeln vid B ir storst.
¢) Vinkeln vid B ir storst om C' ligger ovanfor x-axeln.
Ovning 1.2

a) sina =

ochsin~y =

14 sin 8 = 7 7 __
V13V1T7’ V13V5 VEVITS

b) Vinkeln 3 ligger nira 60°, men ir lite storre dn 60°.
¢) Cosinus for vinkeln mellan linjerna gesav (1 +k£) / (/1 + k24 /1 + £2).

Ovning 1.3
a) Den tredje sidan ir 6, 7 cm och vinklarna ir 3 ~ 67° och v ~ 45°.

b) Arean av omridet som ligger i bigge cirklama ir 77 /12 — (V3 4+ 1)/2 =~
0, 467cm?.

Ovning 1.4
a) Vinklarna ir « = arccos(3/4) &~ 41°, 8 = arccos(9/16) ~ 56°,
~ = arccos(1/8) ~ 83° och triangelns area ir 15/7/4 ~ 9, 9 kvadrat-
centimeter.
b) Forhallandet mellan areorna ér 271-/\/§ —2=~1,63.

Ovning 1.5

a) Vinklarnair o = arccos(337/442) ~ 40, 3°, 8 = arccos(241/374) ~
49, 9° och v = arccos(1/286) ~ 89, 8°.

b) Andelen av arean ir 3+/3 /27 = 0, 83.
¢) Kvoten mellan omkretsarna ir (n/7) sin 7 /n.
Ovning 1.6

a) Den tredje sidans lingd ir b = 8 och cosinus for de 6vriga vinklarna ir cos A =
11/140chcos C = 1/2.

b) Radien for cirkeln &r R = 7/+/3.
Ovning 1.7
a) Vinklarnair A &~ 42°, B &~ 66° och C ~ 72°.
b) Tomtens area ir 800 m2.
¢) Husets viggar kan vara hogst 6, 8 m.
Alla svar dr angivna med tva gillande siffrors noggrannhet.
Ovning 1.8
a) Den tredje sidan kan vara ¢ = 15 meller ¢ = V129 m.
b) Arean av triangeln kan maximalt vara 30+/3 areaenheter.

¢) Kateternas lingder ir @ = 40v/3/7 cmoch b = 10/7 cm.

Ovning 1.9

11

a) De Gvriga sidorna ar 20 m respektive 22 m.
b) Sidlingderna d&r 39 m, 53 m och 57 m.
Ovning 1.10
a) Den tredje sidans lingd 4r 13 och arean &r 14+/3.
b) Sidlingderna dr 7, 7 cm, 11 cm och 14 cm.
¢) Arean av omridet ir (1 4+ /2 — 37(/8)7”2.
Ovning 1.11

a) Den tredje sidans lingd kan variera mellan /13 och /109 for att arean skall
vara minst 9 kvadratmeter.

b) Hexagonens area ir 31/3/2 ~ 2, 6 areaenheter medan oktagonens bara ir 1 4
V2~ 2, 4 areaenheter.

Ovning 1.12

a) Den tredje sidans lingd ir 7, 8 meter och vinklarna ir 50°, 58° och 72°.
(0, 87,1, 0o0ch 1, 3 radianer.)

b) Figurens area ir (87 + 3v/3)r? /6.
Ovning 1.13
a) Vinklarna ir o = 32°, 8 &~ 54° och v ~ 94°.
b) Arean dr 10 kvadratcentimeter.
c) Aran av cirkelsegmentet dr 14 cm?.
Ovning 1.14
a) Det finns tva fall. I det forsta ir de ovriga vinklarna 8 ~ 55, 1°, v ~ 100°,
den tredje sidans lingd ¢ ~ 5,4 cm och arean 5, 1 em?. T det andra fallet &r
B~ 124,8°,+ ~ 30,3°, ¢ &~ 2, 8 cm och arean 2, 6 cm?2.
b) Arean ir 3, 9 kvadratcentimeter.
Ovning 1.15
a) Sidlingderna dr 10 cm, 13 cm och 14 cm, med tvi gillande siffrors noggrannhet.
Ovning 1.16
a) Det finns tva fall. I det forsta ir de ovriga vinklarna 8 ~ 50, 3°, v ~ 106°,
den tredje sidans lingd ¢ = 11, 0 cm och arean 19, 5 cm?. 1 det andra fallet 4r
B~ 129,7°, v ~ 26,6°,c ~ 5,12 cm och arean 9, 05 cm?.
b) Arean ir 4, 7 kvadratcentimeter.
Ovning 1.17
a) Sidan AC ir 7, 5 m, vinkeln vid B ir 81° och vinkeln vid C ir 43°.
b) Triangelns area 4r 16 kvadratmeter.
¢) Omradets area ér 0, 45 kvadratmeter.
Ovning 1.18

a) Vinklarna ir « =~ 23,7°,8 ~ 104, 6° ochy ~ 51, 7°, med en decimals

noggrannhet.
b) Fyrhorningens areadr 11, 5 cm?.
c) Cirkelsegmentets area dr 1, 68 cm?.

Ovning 1.19

a) Vinklarna ir 16, 5°, 18, 2° och 137, 5°. Arean ir 138 cm?.

b) Arean av den skuggade delen av figuren ir 27w — 3+/3 cm?.
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