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1 Geometri med trigonometri

Ovning 1.1 Rita upp triangeln ABC med A = (1,3), B = (2,4) och C = (5,1).
a) Bestim cosinus for samtliga vinklar i triangeln. 4)
b) Avgor vilken av vinklarna som ér storst. 2)

c) Lat C rora sig efter linjen x = 5 och bestdm ett villkor pa C' for att vinkeln B skall vara
den storsta i triangeln. 3

Ovning 1.2 Rita upp triangeln ABC med A = (1,2), B = (3,5) och C' = (5,1).

a) Bestam sinus for samtliga vinklar i triangeln genom att anvénda areasatsen.(Ledning: For
att bestimma sidldngderna och arean av triangeln kan man skriva in den i en rektangel med
sidorna parallella med koordinataxlarna.) )]

b) En av vinklarna &r néstan precis 60°. Vilken ir det, och ér den storre eller mindre dn 60°?

(2

c) Nista vecka kommer vi att studera subtraktionssatsen for cosinus, som sédger att
cos(a — ) = cos accos B + sin arsin 3.

Anvind denna for att hirleda ett uttryck for cosinus av vinkeln mellan de tva linjerna
y=kzrochy=/{x,dirk > 0och? > 0. 3)

Ovning 1.3



a) Ien triangel ABC ér sidan ¢ = |[AB| = 5,1 cm och sidan a = |BC| = 6,7 cm. Vinkeln
vid A dr o = 68°. Bestdm narmevirden med tva géllande siffror till den tredje sidans ldngd
och de bada andra vinklarna med hjélp av nagon av triangelsatserna. 4)

b) Tva cirklar skir varandra i tva punkter som ligger pa avstand v/2 frin varandra. Cirklarnas
radier #r 1 respektive v/2. Bestim arean av det omrade som ligger innanfor bada cirklarna.

)
Ovning 1.4

a) En triangel har sidldngderna 4 cm, 5 cm och 6 cm. Bestdm samtliga vinklar och arean av
triangeln. S)

b) Vi far en rundad triangel fran en liksidig triangel genom att sitta dit cirkelbagar med cent-
rum i ett av hornen och som gar genom de andra tva hornen. Bestdm forhallandet mellan

den rundade triangelns area och den ursprungliga triangelns area? 4)
Ovning 1.5
a) Bestdm vinklarna i en triangel med sidlingderna 11 cm, 13 cm och 17 cm. (C))

b) Hur stor del av en cirkels yta utgors av en regelbunden sexhorning som har sina horn pa
cirkelns rand? 3

¢) Hur lang omkrets har en regelbunden n-horning i forhéallande till den cirkel dess horn ligger
pa? )

Ovning 1.6 1 triangeln ABC' har sidan AB lingd 7, sidan BC lingd 5 och cos B = 1/7.

a) Bestdm exakta virden for lingden av den tredje sidan och cosinus for de bada 6vriga
vinklarna. 5

b) Lat S vara centrum for en cirkel med som har alla triangelns horn pa periferin. Vi vet nu att
vinkeln AS B ér dubbelt sa stor som vinkeln C' enligt en kind sats. Enligt satsen for cosinus
av dubbla vinkeln &r cos 2C' = 2 cos® C' — 1. Anviind detta for att bestimma cirkelns radie.

C))
Ovning 1.7 En triangulir tomt har matten 35 m, 48 m och 50 m.
a) Berikna nirmevirden for vinklarna vid alla tre hornen med tva gillande siffror. )]
b) Berikna ett nirmevirde med tva gillande siffror for tomtens area. 2)

¢) En familj som kopt den obebyggda tomten vill soka bygglov for ett hus som dr format som
en reguljar pentagon, dvs en femhorning dér alla sidor dr lika Idnga och alla vinklar 4r lika
stora. Man kan rikna med att fa bygglov for ett hus med bottenarea som upptar hogst 10
% av tomtarean. Hur langa kan husets viggar i sa fall vara? 3)



Ovning 1.8 Tva av sidldngderna i en triangel 4r 8 m och 13 m. En av vinklarna #r 60°.
a) Bestdm alla mojliga virden for den tredje sidans langd. 4)
b) Hur stor kan triangelns area maximalt vara? 3)

c) I en ritvinklig triangel delar en linje den rita vinkeln i tva vinklar som dr 30°, respektive
60°. Linjen delar hypotenusan i tva langder som &r 8 cm respektive 2 cm. Hur langa dr
kateterna i triangeln? 2)

.

Ovning 1.9 I triangeln ABC ir vinklarna A = 42°, B = 63° och C' = 75°.

a) Bestdm hur langa de 6vriga sidor &r ifall den kortaste sidan har lingd 15 m. Ange sidldngderna
med tva gillande siffors noggrannhet. 3)

b) Bestdm alla tre sidldngder med tva géllande siffrors noggrannhet ifall arean av triangeln dr
1000 m?. C))

¢) Hairled cosinussatsen med hjélp av Pythagoras sats genom att dra en hojd mot en av sidorna.

(2
Ovning 1.10

a) I en triangel ar tva av sidldngderna 7 respektive 8 langdenheter och vinkeln mellan dessa
sidor &dr 120°. Bestdm den tredje sidans lingd och triangelns area.

3
b) Bestidm sidldngderna i en triangel dér vinklarna dr 34°, 57° och 89° och triangelns area &r
44 cm?. Ange svaren med tva virdesiffror. 3)

c) Tva tangenter till en cirkel med radie » mots vid en vinkel av 45°. Hur stor dr arean av det
omrade som ligger mellan tangenterna och cirkeln? 3)

Ovning 1.11

a) Om tva av sidorna i en triangel dr 5 meter respektive 6 meter. Vilka langder pa den tredje
sidans liangd ger upphov till en triangel med en area pa minst 9 kvadratmeter. Q)

b) Jimfor arean av en regelbunden oktagon med sida 1/1/2 med en regelbunden hexagon med
sida 1. Vilken ér storst? 4)

Ovning 1.12

a) I en spetsvinklig! triangel &r tva av sidorna 8, 6 meter och 9, 7 meter. Arean dr 32 kvadrat-
meter. Hur stora &r vinklarna och hur lang ir den tredje sidan? Ange svaren med tva
gillande siffrors noggrannhet. Q)

lalla vinklar &r mindre dn 90° (7 /2 radianer)



b) Tva cirklar med samma radie r har sina medelpunkter pa varandras periferi. Hur stor &r
arean av det omrade som cirklarna bildar tillsammans? Ange svaret med ett exakt virde.

C))
Ovning 1.13

a) Bestdm vinklarna i en triangel med sidldngderna 4,2 cm, 6, 3 cm och 7, 8 cm. Ange svaren
som niarmevirden i grader med tva gillande siffror. 3)

b) Bestdm arean av en triangel med sidldngderna 4,0 cm, 5,2 cm och 6,5 cm. Ange svaret
som niarmevirde med tva géllande siffror. (2)

c) Beridkna arean av ett cirkelsegmemt med sidan 8,4 cm och hojden 2,3 cm. Ange svaret
som ett nirmevirde med tva géllande siffror. 4)

Ovning 1.14

a) Ien triangel &r sidan a 2, 3 cm, sidan b 4, 5 cm och vinkeln mellan sidorna b och c dr 24, 8°.
Bestdm de Ovriga vinklarna, den tredje sidans lingd och triangelns area. Q)

b) Bestdm arean av den bladformade figuren nedan dér vinklarna vid spetsarna dr 48° och
langden &r 5, 2 cm. 4)

Ovning 1.15

a) Bestdam sidlingderna i en triangel med vinklarna 44°, 63° och 73° om arean av triangeln dr
64 cm?. Ange svaren som nirmevirden i grader med tva gillande siffror. Q)

b) Hirled areasatsen och sinussatsen. 4)

Ovning 1.16 En triangel har hérnen A, B och C. Sidan AB &r 5,2 m, sidan BC' dr 6,3 m och
vinkeln vid A 4r 56°.

a) Bestdm sidan AC och vinklarna vid B och C'. Ange svaren som ndrmevérden i grader med
tva gillande siffror. 4)



b) Bestidm triangelns area med tva gillande siffrors noggrannhet. 2)

c¢) Inuti triangeln ligger en cirkel med radie 75 cm som tangerar bade sidan AB och sidan
AC. Bestdam arean av det omradet som ligger mellan cirkeln och hornet A med tva gillande
siffrors noggrannhet. 3)

Ovning 1.17

a) Bestim vinklarna i en triangel med sidldngderna 22 m, 53 m och 43 m. Ange svaren som
narmevirden med en decimals noggrannhet. 3)

b) En fyrhorning har sidlingder 4, 3 cm, 5, 3 cm, 8, 2 cm och 5, 6 cm i denna ordning. Vinkeln
mellan den forstndmnda och den sistndmnda sidan &dr 35°. Bestdm fyrhorningens area. (3)

c) Bestidm arean av det minsta cirkelsegment som bildas da en ritvinklig triangel med sidlédngder
5cm, 12 cm, och 13 cm skrivs in i en cirkel, sé att alla tre hornen ligger pa cirkelns periferi.

3)
Ovning 1.18

a) Bestam samtliga vinklar och arean av en triangel med sidorna 21,0 cm, 23,0 cm och 42,0
cm. Ange vinklarna i grader med en decimal och arean med tre vérdesiffrors noggrannhet.

C)

b) Bestdm arean av den skuggade delen av figuren nedan som skirs ut av sex lika stora cirklar
med radie 1 cm och med centrum i spetsarna av den skuggade figuren. Ange svaret pa
exakt form. )]




2 Trigonometriska funktioner, ekvationer och formler
Ovning 2.1

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

tan(3mx + g) =

1
ﬁ.

C))

b) Ien triangel 4r cosinus for tva av vinklarna 1/4, respektive 1/2. Anvind additionsformeln

for cosinus for att bestimma cosinus av den tredje vinkeln.

3)

¢) Om cosa = 1/4 och cosf = z, vad &r det da for villkor pa = for att triangeln har tva

vinklar som ér lika?
Ovning 2.2
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen

in(wt+ 5) = —
in —)=-=
S w 2 2,

dir w = 1007,
b) Skriv om 5sinwt — 12 coswt pa formen A sin(wt + ¢).

¢) Bestdm det storsta och det minsta virdet av funktionen
f(x) =asinx 4+ beosx + ¢
dir a, b och ¢ ar reella konstanter.
Ovning 2.3
a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

sin4x = cos bz.

b) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

cosxy —sinx =

Nl

2)

C))
3)

(2)

3)

C))



¢) Anvind formeln for cosinus av dubbla vinkeln for att finna ett exakt uttryck for sin 7/12.

(2)
Ovning 2.4
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen

tan 2z = \/5

3

b) For att bestimma extremvirdena for funktionen f(z) = sin 2x cos x leds man till att finna
nollstillena till derivatan g(x) = f'(x) = 2 cos 2x cos x — sin 2z sin z. Forenkla uttrycket
for g(x) och bestidm alla 16sningar till den trigonometriska ekvationen g(z) = 0. 4)

¢) Hirled formeln

™ V21 +V3)

cos — = ———=
12 4
med hjilp av nagon av additionsformlerna. (2)
Ovning 2.5
a) Skriv om sin z — /3 cos z pa formen Asin(z + ¢). 3)

b) Anvind resultatet fran a) for att bestimma samtliga 16sningar till ekvationen

sinx — \/§cosx: \/§

C))

c¢) Hirled, med hjdlp av additionsformlerna och trigonometriska ettan, formeln for sin(z/2)

uttryckt i cos x. 2)
Ovning 2.6

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen @

(307 =
COS Xr — — = ——.
4 V2

b) Anvind additionsformlerna och trigonometriska ettan for att skriva om sin 3z som ett po-
lynom 1 sin x och cos 3z som polynom i cos x. S

Ovning 2.7



a) Rita upp grafen for funktionen f(x) = 3,5cos(4,4x) i intervallet 0 < = < 27/3 och
bestdm alla I6sningar till ekvationen

3,5cos8(4,4x) =1,2
i samma intervall. Ange 19sningarna med tva vérdesiffror. 4)
b) Hur manga 16sningar har ekvationen

sin(wt 4 ¢) = 0,242

i intervallet 0 ms < ¢ < 94 ms, om w = 3, 14 - 102 radianer/s och ¢ = —2m/3? 2)

b) Man kan skriva om a sin(wt) + bsin(wt + 27/3) pa formen A sin(wt + ¢). Bestdam ampli-

tuden A uttryckt i a och b. 3)
Ovning 2.8

a) Bestdm samtliga 10sningar till ekvationen

sin (2I_7T) V3

3 2
3)
b) Bestdm den minsta positiva 1osningen till ekvationen
1,2sinz + 1,4cosx = 0,54
med tva gillande siffrors noggrannhet. 4)

¢) Anvind sinussatsen for att hirleda additionssatsen for sinus i det fall da alla inblandade
vinklar ligger mellan 0° och 180°. 2)

Ovning 2.9
a) Bestdm samtliga nollstillen till funktionen
f(z) =2sin (395 + Z) + 1.
3
b) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

sinx + sin 2x = 0.

3



c¢) Vilket dr det minsta positiva tal, x, dir det inte spelar ndgon roll om man har minirdknaren
instdlld pa radianer eller grader niar man skall berdkna sin z? 3)

Ovning 2.10

a) Bestim samtliga 10sningar till ekvationen

) 2T V2
sin <5a: — 3) = ——.

2
3
b) Bestim ett nirmevirde med tva gillande siffror till den minsta positiva 16sningen till ek-
vationen
sinz + 2cosx = V2
4)
c) Bestdm samtliga I6sningar till ekvationen
sinx + sin 2z + sin 3z = 0.
(2)
Ovning 2.11
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen
tan(2t +7/5) = —V/3
“4)
b) Bestdm med tva virdesiffrors noggrannhet konstanterna A och ¢ sadana att
Asin(z + ¢) = 5sinz — 3cos .
3)
c¢) Skriv cos 4x som ett polynom i cos . 2)
Ovning 2.12
a) Bestim samtliga 10sningar i intervallet 57 < ¢ < 7 till ekvationen
3
sin(t) = —\é_.
Ange svaret exakt i radianer. 3)



b) Bestdm den minsta positiva 10sningen till ekvationen
5sinx 4+ 8cosz = 0
med en noggrannhet pa tre géllande siffor. 3)

2) Uttrycket asin® z + bsin x cos z + ¢ cos? x kan skrivas om p formen A sin(2z + ¢) + B.
Bestdm konstanterna A och B uttryckta i a, b och c. 3

Ovning 2.13

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

tan(3z + 7/4) = V3.

3)
c) Bestdm den minsta positiva 16sningen till ekvationen
2,0sinx — 3,2cosx = 2,4.
Ange svaret som ett nirmevérde med tva decimalers noggrannhet. 4)

c) Bestdm konstanterna a och b sa att kurvan y = acosx + bsinx gar genom punkterna
(x,y) = (0,2) och (z,y) = (7/3, —1). (2)

Ovning 2.14
a) Bestdm alla 10sningar till ekvationen
sin(5x + 37/5) = 0,96

som ligger i intervallet 0 < x < 7. Ange svaren som ndrmevirden med tva decimalers
noggrannhet. 4)

b) Bestdm exakta uttryck for samtliga 16sningar till ekvationen

V3
SINX —COSXL = ——.

V2

3)
c) Hirled formeln for tangens av dubbla vinkeln, det vill séga uttryck tan 2z 1 tan x. (2)
Ovning 2.15
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen
cos(2x + m/3) = 0, 62
iintervallet 0 < x < 27. Ange svaren med tre gillande siffrors noggrannhet. 3)

10



b) Skriv om uttrycket 4 sin x + 3 cos x pa formen A cos(x + ¢). 3)

c) Bestdm samtliga I6sningar till ekvationen

sin?z + sin 2z = 1.

3)
Ovning 2.16
a) Bestim samtliga 16sningar i intervallet —7 /4 < x < 7/4 till ekvationen
2tan(3z +2) = 1.
Ange svaren i radianer med tva gillande siffrors noggrannhet. 3)
b) Skriv sin 22 + /3 cos 2z pa formen Asin(2z + ¢). Ange svaret exakt. 3)
c) Bestdm exakta virden pa samtliga 16sningar till ekvationen
2sin® z + sin 2z = 2.
3
Ovning 2.17
a) Bestdm de tva minsta positiva l1sningarna till ekvationen
. (3Tt =27
13 sin (10> = 8.
Ange svaren med tre gillande siffrors noggrannhet. 3
b) Bestdm samtliga 10sningar till ekvationen
sin®t 4 2sint cost + 3cos*t = 1
Ange svaren pa exakt form. 3)

¢) Bestdm konstanterna a, b och w sa att ekvationen
acoswt + bsinwt = 2

har I6sningarna t = —2+24n och t = 4+ 24n, dir n ér ett godtyckligt heltal. Ange svaren
pa exakt form. 3)

Ovning 2.18
a) Bestam den minsta positiva 1osningen till ekvationen
cos(3z +7/7) = 1/4.
Ange svaret i radianer med tva virdesiffrors noggrannhet. 3)

b) Bestidm konstanterna A och ¢ sé att 2 cos 2z + sin 2z = A cos(2z + ¢). Ange svaren som
niarmevirden med tva virdesiffrors noggrannhet. 3)

c) Bestdm det exakta antalet 16sningar till ekvationen tan 5z = sin 10z i intervallet 0 < x <
100. 3

11



3 Derivator med tillampningar

Ovning 3.1 Lit f : R — R vara den funktion som ges av f(x) = (2cosx + 1), for alla
reella tal x.

a) Formulera kedjeregeln och anvind den for att derivera f. 3)
b) Bestim maximum och minimum fér funktionen f pé intervallet 7/2 < z < 37 /2. 4)

¢) Beskriv hur vi i allméinhet finner extrempunkterna till h = ¢g" dd g : R — R ir en given
funktion och n &r ett positivt heltal. 2)

Ovning 3.2 Betrakta funktionen

Sinx — cosx

fx) =

eCE

a) Formulera regeln for derivering av en kvot och anvind den for att berdkna derivatan av
f(zx). Forenkla uttrycket sa langt som mojligt. 3)

b) Skissera grafen for f(z) pa intervallet 0 < x < 7 och bestim maximum och minimum av
f(x) pa samma intervall. 4)

¢) Funktionen y = f(z) dr 16sningen till en differentialekvation
v+ ay + by =0.
Bestim konstanterna a och b. 2)
Ovning 3.3 Betrakta funktionen f(z) = sinz + 2 cos? z.
a) Formulera kedjeregeln och anvénd den for att berikna derivatan av funktionen f(x). (3)

b) Bestim ndrmevirden till maximum och minimum for f(x) pé intervallet 0 < z < 27 med
tva gillande siffror. 4)

c¢) Bestim exakta virden for maximum och minimum for funktionen f(z). (2)
Ovning 3.4 Betrakta funktionen f(z) = (3 — z)e~*/2.

a) Berikna derivatan av funktionen f(z). Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds.

C))

b) Bestdim maximum och minimum for f(x) pa intervallet 0 < z < 10 och skissera grafen
for f(x) pa samma intervall. (5)

Ovning 3.5 Betrakta funktionen f(z) = (22 — x)e?".

12



a) Berikna derivatan av funktionen f(x). Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvinds.

C))

b) Bestdm maximum och minimum f6r f(x) pa intervallet —1 < x < 1 och skissera grafen

for f(z) pa samma intervall. 5)
Ovning 3.6

a) Derivera funktionen f(x) = 8 cos® z — 8 cos? z. (Var noggrann med att ange vilka derive-

ringsregler som anvénds.) 2)

b) Derivera funktionen g(z) = cos 2x sin 3z. (2)

c) Bestim ett viirde pa konstanten a sé att funktionen h(x) = e sin® z far ett lokalt maxi-
mum i punkten z = 7/3. %)

Ovning 3.7

a) Beridkna derivatan av funktionen

.2
sin”
fla) ==
Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvinds. 3)

b) Bestim det storsta och det minsta virdet for funktionen g(z) = 22 — 3z + 2 pa intervallet
0 < 2 < 1 och skissera grafen for g(x) pa samma intervall. Ange svaren exakt. 4)

¢) Anviand Newton-Raphsons metod med startviarde = 0 for att finna ett narmevérde till
den enda reella l6sningen till ekvationen

22 +3x+1=0.

Utfor tva iterationer och gor en uppskattning av felet. (2)
Ovning 3.8
a) Derivera funktionen
62:1: o 6721
f<lj> o e2 + e—2z’

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvéinds och hur de anvéinds. (3)

b) Bestdm det storsta och det minsta véirdet for funktionen

( ) sinx
r)=———
g 24 cosx

pa intervallet 0 < x < 2. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall. ~ (4)

13



c¢) Hirled derivatan av tan « direkt fran definitionen av derivata. (Ledning: Anvind att (sin x) /z
gar mot 1 ndr x gar mot noll.) 2)

Ovning 3.9

a) Derivera funktionen .

sin(x) — cos(x

fa) =" (x) (z)
sin(z) + cos(x)

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvéinds och hur de anvinds. (3)

b) Bestidm det storsta och det minsta virdet for funktionen

() 24z
l’ g
g 5+ 22

pa intervallet —5 < x < 5. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall.  (4)

c¢) Visa direkt fran definitionen av derivata att en exponentialfunktion, h(z), uppfyller

h'(0)
h(0)

W' (z) = h(z)

2)
Ovning 3.10
a) Beridkna derivatan av funktionen
f(x) = \/1 — e~2¢ cos(x)

som ir definierad for x > 0. Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som
anviands och hur de anvénds. 3)

b) Anvind Newton-Raphsons metod for att bestimma ett narmevérde till nollstillet till funk-
tionen f(x) = sin(x) + = — 1. Utfor tva iterationer med startvirde x = 0. och ange

nollstillet med korrekt antal géllande siffror. 4)
c¢) Harled formeln for derivatan av en produkt av tva deriverbara funktioner. 2)
Ovning 3.11

a) Beridkna derivatan av funktionen
f(z) = Inzsin® 2.

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds. (3)

14



b) Berdkna maximum och minimum for funktionen

(z) 202 4 8

€Tr) =

g 2 + 3

pa intervallet 0 < x < 3 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall. )]

¢) Om man behover berdkna /57 med en minirdknare som saknar kvadratrotsfunktion kan
man anvinda Newton-Raphsons metod. Anvind den for att berdkna ett ndrmevirde med
tre gillande siffrors noggrannhet utgaende fran startvirdet zo = 7. (2)

Ovning 3.12
a) Beridkna derivatan av funktionen
fr) = we=2
och ange tydligt vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds. 3
b) Beridkna maximum och minimum for funktionen
f) = we /2

pa intervallet —2 < x < 2. Ange svaren exakt. Skissera ocksa grafen for funktionen pa
samma intervall. 4

¢) Anviand Newton-Raphsons metod for att berdkna ett ndrmevérde till den 16sning till ekva-

tionen
4sine =x
som ligger i intervallet 0 < x < 7. GOr tva iterationer fran startvéirdet xo = 7. 2)
Ovning 3.13

a) Berikna derivatan av funktionen
f(x) = e V7 cos(x)

som ir definierad for x > 0. Var noggrann med att enge vilka deriveringsregler som
anviands och hur de anvénds. 3)

b) Bestdm maximum och minimum for funktionen

g(x) = 22z = 32°\/x

pa intervallet 0 < x < 1. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall. 4)

15



c¢) For att bestimma maximum for funktionen h(x) = e~ sin(wt) for ¢ > 0 vill man hitta
det forsta nollstillet for derivatan, h'(x). En forsta gissning dr ¢ = 7 /2w, eftersom sinus-
funktionen har sitt maxmimum i den punkten. Anvind Newton-Raphsons metod for att
forbéttra denna gissning. 2)

Ovning 3.14

a) Beridkna derivatan av funktionen

2cosx
J(w) = 1+ 2cos?x
ange noggrant vilka deriveringsregler som anvidnds och hur de anvinds. 3)

b) Bestdm maximum och minimum for funktionen

() = 2t
T =1 o
pa intervallet —1 < ¢ < 1 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall. 4)

¢) Visa med hjilp av derivatans definition att cos z dr deriverbar i x = 0 och att derivatan dr
lika med 0 i samma punkt. (2)

Ovning 3.15
a) Beridkna derivatan av funktionen
f(z) = (14 sin®z)(2 + cos® 1)

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvinds. Forenkla
uttrycket sa langt det gar 4)

b) Bestim maximum och minimum for funktionen

(z) 2 +1

€Tr) =

g x+1

pé intervallet 0 < x < 2. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall. Q)

Ovning 3.16
a) Bestdm derivatan av funktionen
f(z) = e V¥tanu, 0<x<m/2.

Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvénds. 3
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b) Bestdm maximum och minimum for funktionen
g(z) =2 -3r+1
pa intervallet 0 < x < 2. Ange svaren pa exakt form. 3)

¢) Anvind Newton-Raphsons metod for att finna ett ndrmevirde till den 16sning till ekvatio-

nen
¥+ 1 =3z
som ligger i intervallet 0 < z < 1. Borja med xy = 0 och utfor tva iterationer. Uppskatta
noggrannheten i svaret. 3)
Ovning 3.17
a) Bestdm derviatan av funktionen
cost
t)=sin’t+3 :
J() = st + cos 3t
Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvénds. )]

b) Bestim det storsta och minsta viarde funktionen
g(x) = 3sin®t + 4 cos® ¢t

antar pa intervallet 0 < ¢t < 7/3. Ange svaret med tre gillande siffrors noggrannhet och
skissera grafen for funktionen pa samma intervall. 4)

¢) Det finns en vixande deriverbar funktion f(x) som dr definierad pé intervallet —1 < z < 1

och som uppfyller
sin(f(2)) = @
for alla —1 < z < 1. Anvind kedjeregeln for att beréikna derivatan for f(z). )
Ovning 3.18

a) Beridkna derivatan av funktionen
f(z) = ™ cos x.
Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds.  (3)
b) Bestdm det storsta och det minsta virdet av funktionen
g(t) = 4sin®t + 3 cost
pa intervallet 0 < ¢ < 7 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall. )

¢) Anviand Newton-Raphsons metod for att bestimma ett ndrmevérde for den 16sning till
ekvationen % + 2z = 1 som ligger i intervallet 0 < x < 1. Bérja med o = 0 och utfor tva
iterationer. Uppskatta ocksa felet i svaret. (2)
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4 Integraler med tillampningar

Ovning 4.1
a) Bestdm arean av det omrade som ligger mellan graferna for funktionerna f(z) = cosx och
g(x) = 1/2 pa intervallet [0, 27]. 4)
b) Bestim ett uttryck for motsvarande area om vi byter ut funktionen g(z) = 1/2 mot g(x) =
cos a, dir a ar en konstant med 0 < a < 7. 3)
c¢) Vilka virden pa a ger den storsta, respektive minsta arean mellan graferna? (2)
Ovning 4.2

a) Bestim arean av omradet mellan graferna for funktionerna f(x) = cos z och g(x) = sin 2z
paintervallet 0 < z < 7/2. 4)

b) Kurvan y = z(1 — z) pé intervallet 0 < z < 1 roterar kring x-axeln och begrénsar
pa sa vis en tredimensionell kropp. Bestim med hjilp av en integral volymen av denna
rotationskropp. 3

c) Nir ett omrade ovanfor z-axeln roteras kring z-axeln kan volymen for den uppkomna
rotationskroppen beskrivas som 27r A dédr A dr arean under grafen som roteras och r ar
avstandet fran omradets tyngdpunkt till z-axeln. Bestim tyngdpunktens hojd dver z-axeln
for det omrade som roteras i b). 2)

Ovning 4.3

a) Bestim volymen av den rotationskropp som uppkommer da kurvan y = /1 — 22 roterar
kring x-axeln pa intervallet 0 < x < 1/2. 3)

b) Anvind partiell integration for att berdkna integralen
™
/ x? sin wdx.
0

C))
c) Berikna integralen

V2
/ V2 — x2dx
0

med hjilp av variabelbytet t = 2 — 22 (Ledning: 2/3z+/x ér en primitiv funktion till \/z.)
(2)

Ovning 4.4
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a) Berikna integralen
™
/ |sinz — cos 2z | dx.
0

C))

b) Anvind forst variabelbytet ¢ = In x och sedan partiell integration for att berdkna integralen

/12(111 r)*dx.

)

Ovning 4.5
a) Bestim arean mellan graferna for funktionerna f(x) = e® och g(x) = €*® pa intervallet
—-1<z<1. (4)

b) Berikna integralen
/ rsinxdx
0

med hjélp av partiell integration. 3)
¢) Anvind en trapetsmetoden med fyra delintervall for att fa en numerisk approximation av
samma integral som i féregaende deluppgift. (2)

Ovning 4.6

a) Beridkna integralen
[ rayian
dir f(x) = e* — 1 for alla reella . 3)
b) Berikna integralen
/01(1 —2?)e" da
med hjilp av partiell integration. 3)

c) Lat g(¢) vara en periodisk funktion med period 7" och lit a vara en reell konstant. Visa att

/ e e f(t)dt = K /0 ! e f(t)dt

T

for nagon konstant K och bestam denna konstant. 3)

Ovning 4.7
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a) Polynomet p(z) = 1 — 222 #r en approximation av cos 2z som ér bra for smd virden pé z.
Berikna integralerna

/4 /4
/ cos 2z dx och / p(z) dz
Jo 0

och jamfor resultaten. Hur stort blir det fel man far genom att anvianda approximationen?

C))

b) Bestdm hur stort felet blir nir man anvénder trapetsmetoden med tre delintervall for att
berdkna integralen

/4
/ cos2x dx.
0
(2)
¢) Berikna volymen av den rotationskropp som bildas da omradet under grafen for f(x) =
In(x) + 1 roterar kring xz-axeln pa intervallet 1 < z < e. 3)

Ovning 4.8

a) Kurvorna y = e€** och y = e % avgrinsar tillsammans med linjen x = In(2) ett omrade i
planet. Beridkna arean av detta omrade. 3

b) Berikna integralen
™ sinw
——dz.
0 2+cosw
med hjélp av variabelbyte. 3

c) Bestdm det virde pa konstanten a som minimerar
™
/ (ax —sinz)? dz.
0
3)

Ovning 4.9

a) Beriikna arean av det dndliga omride som begrinsas av parabeln y = 4 — 22 och linjen
y=1+ 2. 3)

b) Anvind variabelbytet x = tant for att berdkna integralen

1 1 d
/o 14 a2 &

3
¢) Berikna arean mellan de tva kurvorna y = sin(x + a) och y = sin(x + b) pa ett intervall
som ligger mellan tva nérstaende skdrningspunkter. 3)
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Ovning 4.10

a) Kurvan f(z) = sin(z) avgrénsar tillsammans med dess tangenter i punkterna x = 0 och
x = 7 ett omrade i planet. Berdkna arean av detta omrade. )]

b) Samma omrade roterar kring x-axeln. Berdkna volymen av den rotationskropp som bildas.

3

c) Berikna integralen

1 1 d
/0 1+vz
med hjélp av ett variabelbyte. (2)
Ovning 4.11

a) Anvind en integral for att beriikna arean av omridet mellan kurvan y = 22 och linjen
y =2z + 3. 3

b) Bestim en primitiv funktion till f(x) = z?sin 2x genom att anvénda partiell integration.

3

¢) Bestdm volymen av den rotationskropp som bildas nédr kurvan y = tan z roterar kring
x-axeln pa intervallet —7 /4 < z < 7/4. 3)

Ovning 4.12

a) Beriikna arean av omridet som begriinsas av de tvé kurvorna y = x och y = x® pé inter-
vallet —1 < z < 1. 3)

b) Anvind trapetsmetoden fOr att bestimma ett ndarmevirde till integralen
1
/ 221 — 22 dx.
0

Anvind fyra delintervall och ange svaret med tva decimaler. R))

¢) Anviind variabelbytet t = 22 for att beriikna ett exakt virde for integralen

2
/ ze 12 dy.
0
3)
Ovning 4.13

a) Beriikna arean av omridet mellan kurvorna y = 222 + 2 —5ochy = 22 + x — 1 pa
intervallet 0 < z < 3. 3
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b) Berikna integralen

/2
/ (sin 2z — cos 3x) dz.
0
(2)

¢) Beridkna volymen av den rotationskropp som bildas nér kurvan

y = +\/Tcosx

roterar kring z-axeln pa intervallet 0 < x < 7. (Ledning: Anvind partiell integration och

formeln for cosinus av dubbla vinkeln.) 4
Ovning 4.14
a) Berikna arean mellan kurvorna y = €%* och y = ¢~3% pd intervallet —1 < x < 1. 3

b) Anvind ett variabelbyte for att berdkna integralen

L2t
—— dt.
/0 1+ 4¢2

3
—2z

c¢) Bestidm konstanter a och b sa att e~ **(a cos z+b sin x) blir en primitiv funktion till e=** cos =
och anvind detta for att berdkna integralen

721(

T
/ e % cosx dr.
0

3)
Ovning 4.15

a) Beriikna arean av omradet mellan kurvorna y = sinz och y = sin®z pa intervallet 0 <
x < 7. (Ledning: sin® z = (1 — cos 2x)/2.) 3)

b) Berikna integralen

w/2
/ 2?sin v dz.
0

med hjélp av partiell integration. 3

¢) Anvind trapetsmetoden med tre delintervall for att bestimma ett narmevirde till integralen

w/2 9
/ z°sinx dx
0

3)

Ovning 4.16
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a) Beriikna arean mellan graferna for funktionerna g(x) = sin 2z och h(x) = cos z pa inter-

vallet —7/2 < x < 7/2. Ange svaret pa exakt form. (€))
b) Anvind trapetsmetoden med fyra lika langa delintervall for att berikna ett narmevérde till
integralen
/ 1 e 12 dy.
-1
Ange svaret med tre siffrors noggrannhet. (2)

c) Berikna integralen
/1 i ot Inx d.
Ange svaret pa exakt form. 3)
Ovning 4.17

a) Beridkna det exakta virdet av integralen

w/4
/ ) (sinx + cos 2z) dx.
—7/4
3)
b) For att berikna tyngdpunkten hos en balk vars tvirsnittsyta begriansas av kurvorna y(z) =
+f(z), for a < x < b, behdver man beriikna kvoten

_ o f@)zda
t L f@)de
Berikna T, om f(z) = sinx for 0 < z < 7/3. 3)
c¢) Berikna volymen av den rotationskropp som bildas da kurvan y = sinx + 2 cos  roterar
kring z-axeln pa intervallet —7/4 < z < 7 /4. 3)
Ovning 4.18

a) Beriikna arean av omrddet som avgriinsas av kurvorna y = z%, y = 223 och linjerna
x = —1 och z = 1. Ange svaret pa exakt form. 3)

b) Bestdm volymen av den rotationskropp som bildas da kurvan y = ze™” roterar kring x-
axeln pa intervallet 0 < z < 2. Ange svaret pa exakt form. 3)

/2 i
/ sinz
—-r/2 X
med hjdlp av trapetsmetoden med fyra lika langa delintervall. Ange svaret med tva de-

cimaler. (Observera att integranden inte dr definierad 1 punkten x = 0, men har ett ként
gransvérde da x gar mot noll.) 3

c) Bestidm ett ndrmevirde till integralen
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Facit

a)

1 Geometri med trigonometri

Ovning 1.9

De 6vriga sidorna @r 20 m respektive 22 m.

Sidlidngderna ér 39 m, 53 m och 57 m.

Ovning 1.10

Ovning 1.1

a)
a) cosa = 1/v/10,cos 8 = 0ochcos~y = 3/v10.

Den tredje sidans lingd ir 13 och arean ir 14+/3.

b) Sidlingderna dr 7, 7 cm, 11 cm och 14 cm.
b) Vinkeln vid B ir storst.
¢) Arean av omradet ir (1 + v/2 — 37 /8)r2.
¢) Vinkeln vid B ir storst om C' ligger ovanfor z-axeln. ) a+ /8
. Ovning 1.11
Ovning 1.2
14 I - a) Den tredje sidans lingd kan variera mellan /13 och /109 for att arean skall
a) sina = Vi3 ,sin 8 = ochsiny = —=—=. vara minst 9 kvadratmeter.
13V17 V13V5 VBV17 :
b) Vinkeln 3 ligger nira 60°, men ir lite storre dn 60°. b) Hexagonens area iir 3v/3/2 = 2, 6 areaenheter medan oktagonens bara ir 1 +
V2 & 2, 4 areaenheter.
¢) Cosinus for vinkeln mellan linjerna gesav (1 +k£) / (/1 + k24 /1 + £2). Ovning 112
Ovning 1.3 a) Den tredje sidans lingd 4r 7, 8 meter och vinklarna &r 50°, 58° och 72°.
(0,87,1,0o0ch 1, 3 radianer.)
a) Den tredje sidan ir 6, 7 cm och vinklarna ir 3 ~ 67° och v ~ 45°. 2
b) Figurens area ir (87 + 3v/3)r2 /6.
b) Arean av omradet som ligger i bigge cirklarna ir 77 /12 — (V3 + 1)/2 ~
0,467cm?. Ovning 1.13
Ovning 1.4 a) Vinklarna ir o« = 32°, 8 ~ 54° och v ~ 94°.
a) Vinklarna ir & = arccos(3/4) &~ 41°, 8 = arccos(9/16) ~ 56°, b) - Arean ir 10 kvadratcentimeter.
~ = arccos(1/8) ~ 83° och triangelns area ir 15/7/4 ~ 9, 9 kvadrat- . 2
centimeter. c) Aran av cirkelsegmentet dr 14 cm®.
b) Forhillandet mellan areorna ér 27 / V3—-2~1,63. Ovning 1.14
Ovning 1.5 a) Det finns tva fall. I det forsta ir de ovriga vinklarna 8 ~ 55, 1°, v ~ 100°,
den tredje sidans lingd ¢ ~ 5, 4 cm och arean 5, 1 em?. T det andra fallet dr
~ ° N LR 2
a) Vinklarnair o = arccos(337/442) & 40, 3°, 8 = arccos(241/374) = B 124,87 v & 30,37 ¢ &~ 2, 8 cm och arean 2, 6 om™.
49, 9° och v = arccos(1/286) = 89, 8°.
b) Arean idr 3, 9 kvadratcentimeter.
b) Andelen av arean ir 3\/5/2# =~ 0, 83.
Ovning 1.15
¢) Kvoten mellan omkretsarna ir (n /) sin 7 /n.
a) Sidlingderna dr 10 cm, 13 cm och 14 cm, med tvé gillande siffrors noggrannhet.
Ovning 1.6 .
Ovning 1.16
a) Den tredje sidans lingd dr b = 8 och cosinus for de 6vriga vinklarna ér cos A =
11/14 och cos C = 1/2. a) Sidan AC ir 7, 5 m, vinkeln vid B ir 81° och vinkeln vid C ir 43°.
b) Radien for cirkeln ir R = 7/+/3. b) Triangelns area ar 16 kvadratmeter.
. ¢) Omradets area ér 0, 45 kvadratmeter.
Ovning 1.7
a) Vinklarnair A &~ 42°, B &~ 66° och C ~ 72°. Ovning 1.17
b) Tomtens area ir 800 m? a) Vinklarna ir o =~ 23,7°, 8 ~ 104, 6° ochy ~ 51, 7°, med en decimals
i : noggrannhet.
c) Husets viggar kan vara hogst 6, 8 m. . 2
b) Fyrhorningens area dr 11, 5 cm~.
Alla svar ér angivna med tvé gillande siffrors noggrannhet. 5
c) Cirkelsegmentets area dr 1, 68 cm®.
()vning 1.8 .
Ovning 1.18
a) Den tredje sidan kan vara ¢ = 15 meller c = v/129 m. 2
a) Vinklarna ir 16, 5°, 18, 2° och 137, 5°. Arean ir 138 cm?.
b) Arean av triangeln kan maximalt vara 30/3 areaenheter. 2
b) Arean av den skuggade delen av figuren ir 27 — 3+/3 cm?.

¢) Kateternas lingder ir a = 40+/3/7 cmoch b = 10/7 cm.
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2 Trigonometriska funktioner, o

ekvationer och formler

Ovning 2.1
a) x = 2/9 + n/3,dirn irett heltal.
b) Cosinus for den tredje vinkeln dr (3v/5 — 1)/8.
¢) x=1/4ellerz = \/6/4.
Ovning 2.2
a) Samtliga lsningar gesav t = £1/1504-n /50, dér n ir ett godtyckligt heltal.

b) 5sinwt — 12 coswt = 13 sin(wt + ¢) dir ¢ = arctan(—12/5) =~
1,18

c) Det storsta virdet dr ¢ + 4 / a2 4+ b2 och det minsta ir ¢ — \/ a? 4 b2.

Ovning 2.3

a) Losningarna ir z = w(1 — 4n)/18 ochz = w(4n — 1)/2 dir n drett
godtyckligt heltal.

b) Losningarnairx = (—3 £ 4)7 /12 4 27n dir n dr ett godtyckligt heltal.
¢) Ettexakt virde ir sin(7/12) = (/2 — V/3)/2.

Ovning 2.4
a) Losningarna dr x = 7 /6 + nw /2, dir n ér ett godtyckligt heltal.
b) Vikan skriva g(z) = 2 cos z(cos? z — 2sin? x) och losningarna ir z =

7/2 4 nmochz = + arctan(ﬁ/2) + nm &~ £0, 62 4+ nw dir n ir
ett godtyckligt heltal.

Ovning 2.5
a) sinz — V3cosz = 2sin(z — 7/3).

b) Losningamnairz = 77 /12 + 27nochz = 137 /12 4 27n, dir n érett
godtyckligt heltal.

¢) sin(z/2) = +4/(1 — cosx)/2, med positivt tecken om 47n < = <
47n + 27 for ndgot heltal n, annars negativt.
Ovning 2.6

a) Losningarnadrz = 7 /3 4+ 27n/3ochz = w/2 4+ 27n /3, dir n ir ett
godtyckligt heltal.

b) Vifirattsin3xz = 3sinz —4 sin® @ och cos 3z = 4 cos® x — 3 cos x.
Ovning 2.7
a) Losningamadrax = 0,28,z = 1,20chz =1, 7.

b) Det finns nio 16sningar till ekvationen i intervallet.

¢) Amplitudenir A = y/a ab + b2.

Ovning 2.8

a) Losningarna till ekvationen ges av z = 57 /2 4 37wn och x = 37n, dir n ir
ett godtyckligt heltal. (150° + n - 540° och n - 540°.)

b) Den minsta positiva losningen ges av  ~ 2, 0.

a) Losningarna irz = 117 /36 4+ 27n/3 ochxz = 197 /36 + 27wn/3, dir
n dr ett godtyckligt heltal.

b) Losningarnadr x = nw,x = 27/3 + 27rnoch x = 47 /3 + 27n dir
n dr ett godtyckligt heltal. (Losningen kan ocksa skrivas som @ = 27n /3 och
(2n + 1), for godtyckligt n.)

¢) Det minsta positiva tal som uppfyller kravet ir ¢ = 1807 /(180 + ).

Ovning 2.10

a) Losningarna dr 237 /24 4 27n /5 och 297 /24 + 27n /5, dir n ir ett god-
tyckligt heltal.

b) Den minsta positiva Iosningen &r = 1, 35. (77, 3°)

¢) Losningarna éir n/2 och +27 /3 + 27n, dir n ir ett godtyckligt heltal.
Ovning 2.11

a) Losningarna gesav x = —4m /15 + nm /2, dir n ir ett godtyckligt heltal.

b) A=+V3ix5,8

¢) cosdx = 8costx — 8cos2z+ 1.

Ovning 2.12
a) Losningarnat = 167 /3 och t = 177 /3 iir de enda i det givna intervallet.

b) Den minsta positiva l6sningen ges av ¢ = 2,13 eller z = 122° med tre
gillande siffrors noggrannhet.

¢c) A= (4/b2+ (c—a)2)/20chB = (a+c)/2.

Ovning 2.13
a) Losningarna ges av @ = 7 /26 + nm /3 dir n idr ett godtyckligt heltal.
b) Den minsta positiva losningen ges av z = 1, 70 radianer.

¢) Konstanternaira = 2 och b = —4\/3/3.

Ovning 2.14

a) Losningarnaiintervallet 0 < & < wirxz =~ 1,14,z = 1,25,z ~ 2,39
ochx ~ 2,51.

b) Samtliga losningar ges av z = 77 /3 + 2rnochz = 117w /3 + 27n, dir
n dr ett godtyckligt heltal.

¢ tan2z = 2tanz/(1 — tan> z).
Ovning 2.15

a) Losningamadrxz = 2,17, = 3,07,z = 5,31l ochxz = 6, 21, med tre
gillande siffrors noggrannhet.

b) 4sinxz+3cosxz = 5cos(x+¢),dir¢p = — arctan(4/3) = —0, 927.

¢) Losningamnair x = /2 + nwoch z = arctan(1/2) + n, dir n érett

odtyckligt heltal.
Ovning 2.16
a) Losningarna irx = —0, 51 och x = 0, 54, med tva viirdesiffrors noggrann-
het.

b) sin2z + V3 cos 2z = 2sin(2z + 7/3).
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c) Losningarna ges av w/2 + nw och ¢ = 7 /4 + nm, dir n ir ett godtyckligt
heltal.

Ovning 2.17

a) De tva minsta positiva losningarma iirt = 1, 37 ocht = 3, 30, med tre gillande
siffrors noggrannhet.

b) Losningarna ges avt = /2 + nmwocht = —7w/4 + nm, dir n irett
godtyckligt heltal.

¢) Konstanterna skall varaa = V3 + 1,b = v/3 — lochw = /12,

Ovning 2.18
a) Den minsta positiva 16sningen ir x ~ 0, 29.
b) A=+5~2,20ch¢ ~ —0,46.

¢) Det finns 479 16sningar till ekvationen i intervallet 0 < = < 100.

3 Derivator med tillimpningar
Ovning 3.1

a) f'(z) = —4sinz(cosz + 1)3.

b) Maximum ér 1 och minimum ir 0.

¢) Genom att se p nollstillena till g’ () och g (), samt éindpunkterna pa interval-
let.

Ovning 3.2
a) f/(z) =2e % cosa.
b) Maximum ir f(7w/2) = e /2 0, 21 och minimum ér f(0) = —1.

¢) Konstanternagesava = b = 2ochy = f(x) iren losning till v’/ + 2y’ +
2y = 0.

Ovning 3.3
a) Derivatan av f(z) ir f/(z) = cosx — 4 cos x sin .
b) Maximum av f(z) dr 2, 1 och minimum —1, O, pd intervallet 0 < z < 2.

¢) De exakta virdena for maximum och minimum &r 17 /8, respektive —1.
Ovning 3.4

a) Derivatan av f(z) ir f'(z) = (6 — Tz 4+ z2)e~*/2/2.

b) Maximumav f(z) dr2e 1/2 ~ 1, 2 och minimum ir —18e ~3 & —0, 90.
Ovning 3.5

a) Derivatanav f(z) ir f/(z) = (222 — 1)e2®.

b) Maximum av f () dr %(1 + \/ﬁ)ef\/5 ~ 0, 29 och minimum &r %(1 -
V2)eV2 x —0, 85.

Ovning 3.6
a) Derivatan av f(z) ir f'(x) = —32 cos® zsinz + 16 cos z sin x.
b) Derivatan av g(z) ir g’ (z) = —2sin 2z sin 3z + 3 cos 2x cos 3x.
c) Funktionen har ett lokalt maximum i punkten z = 7 /3 oma = —2/3.
Ovning 3.7

a) Derivatanir f/(x) = (sin 2z) /22 — 2(sin® z) /a>.

b) Funkionens storsta virdet ir 2 och dess minsta virde ir 2 — /2.

¢) Losningen drx = —0, 32222 med ett fel av storlek 4 - 1075,
Ovning 3.8

a) Derivatan iir f/(x) = 8/(e2® + ¢~ 2%)2.

b) Det storsta virdet édr \/5/3 och det minsta ir —+/3/3.

¢) Dervatan av tan(z) r 1/ cos?(z).
Ovning 3.9

a) Derivatanir f'(z) = 2/(1 + sin 2z).

b) Det storsta viirdet dr 1 /2 och det minsta virdet &r —1/10.
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Ovning 3.10

a) Derivatanir f'(z) = (2cosz +sinx)/(24/1 — e~ 2% cos z).
b) Nollstillet &r @ = 0, 51 med tva gillande siffrors noggrannhet.
Ovning 3.11
a) f'(z) = (1/z)sin? 2 + 2Inx sin x cos z.
b) Maximum ges av g(3) = 26/9 och minimum av g(1) = 2.
¢) « = 7,55 iren approximation av v/57 med tre gillande siffror.
Ovning 3.12
0 f@) =0 -a?)e /2
b) Maximumdr f(1) = 1/+/e och minimum f(—1) = —1/+/e.

c) Tva steg med Newton-Raphsons metod ger nirmevirdet x = 2,47 (med tre
gillande siffror).

Ovning 3.13
a) fl(z) = 7efﬁ(cosx/(2\/5)+sinx)4
b) Maximum ir g(2/5) = 8v/10/125 och minimum ir g(1) = —1.
¢) Den forbittrade gissningen drt1 = 7 /(2w) + a/(a2 — w2)4

Ovning 3.14

a) Derivatan ir ' (z) = 2sin2(2cos? & — 1)/(1 4 2 cos? z)2.

—V2/2.
Ovning 3.15
3

a) f/(x) = 4sinzcos® .

b) Maximum ir f(2) = 5/3 ~ 1, 67 och minimum fF(WV2—1) =2V2 —
2~ 0,83

Ovning 3.16
’ _ _ 2 —Vz 2
a) f'(z) = (2y/x — cos® ztanz)e /(2+/x cos” ).
b) Funktionens maximum dr 3 och dess minimum ir — 1 pé intervallet 0 < = < 2.

c) Efter tvé iterationer far vi zo = 0, 3472 som r ett nirmevirde med en nog-
grannhet pa 0, 0001.

Ovning 3.17
a) f'(t) = 3sin? tcost — (3sintcos3t — 9 cos tsin 3t)/ cos? 3t.

b) Funktionens maximum ir 4, 00 och dess minimum ér 2, 40.

o fl(z)=1/4/1 .

Ovning 3.18
a) f'(z) = (cos? z — sinz)esP @,

b) Funktionens maximum &r 4, 38 och dess minimum ar —3, 00.

c) Ett ndrmevirde efter tvé iterationer ges av o = 19/40 = 0, 475 och felet i
dettacad - 10~ 4.

4 Integraler med tillampningar

Ovning 4.1

a) Arean mellan graferna ir /3 + 2/3.

b) Uttrycket for arean ir (2 — 4a) cos a + 4 sin a.

¢) Maximum &r 27t och minimum ér 4.
Ovning 4.2

a) Arean av omradet mellan graferna dr 1 /2.

b) Rotationskroppens volym ir 7 /30.

c) Avstindet fran omréidets tyngdpunkt till z-axeln dr 1,/10.
Ovning 4.3

a) Volymen ér 237 /24.

b) foﬂ- z2sinzdr = 72 — 4.

) foﬁzw /2 — 22de = 24/2/3.

Ovning 4.4

a) foﬂ- | sinz — cos 2z|dz = 3V3 — 2.

b) ff(ln 2)2dz = 2(In2)% — 4(In 2) + 2 ~ 0, 19..

Ovning 4.5
b) Funktionens maximum ir f(1/+/2) = +/2/2 och dess minimumir f (—1/+/2) =

a) Arean mellan kurvorna ges av (e? + 1)(e — 1)2/2e2 ~ 1, 68.
™
b) fO zrsinx dr = .

¢) Trapetsmetoden ger 72 (/2 4 1) /8 ~ 2, 98.
Ovning 4.6

a) f02 f(2)2de = (et — 42 +7)/2.

b) fol(l —22)e® dz = 1.

¢) Konstanten ir K = e2"7T .

Ovning 4.7

a) Integralernas virden blir 1/2, respektive 7 (24 — m2)/96 och felet man far
genom att anviinda approximationen ir (247 — w3 — 48)/96 ~ —0, 038.

b) Felet man far genom att anvinda trapetsmetoden blir (7 (24 +/3) —12) /24 ~
—0,011.

¢) Rotationskroppens volym éir V. = 7(2e — 1) = 13, 9 volymsenheter.

Ovning 4.8

a) Arean av omrédet dr 9 /8 areaenheter.

sinz
b) ——  dz = In(3)
2+ cosx

¢) Virdet pA a som minimerar integralen ir a = 3/1r2.
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Ovning 4.9
a) Arean av omradet dr 32 /3 areaenheter.

b) Integralens virde ir 7 /4.

c) Arean av omréidet ir 4| sin((a — b)/2)|

Ovning 4.10
a) Areanir (w2 — 8)/4.

b) Volymenir 2 (w2 — 6)/12.

T 1
——dzr=2—2In2.

9 Jo TrvE

Ovning 4.11

a) Arean mellan kurvorna ir 32 /3 areaenheter.

b) (1/4—xz?2/2) cos 2z+ (x/2) sin 2z ir en primitiv funktion till z2 sin 2z.

(=24/2—2cos(a —b)).

¢) Rotationsvolymen ir 27 — 72 /2(~ 1, 35) volymnsenheter.

Ovning 4.12

a) Arean av det omrddet mellan kurvorna &r 1 /2 (areaenheter).

b) Uppskattningen med trapetsmetoden ger O, 16.
c) f02 15712/2 dr=1—e 2.

Ovning 4.13
a) Arean mellan kurvorna ér 23 /3 areaenheter.

2
b) foﬂ-/ (sin 2z — cos 3z) dz = 4/3.

) Volymen av rotationskroppen ér 73 /4 volymsenheter.

Ovning 4.14

a) Arean mellan kurvorna ir (€2 +e~3) /34 (e2 +e~2)/2—5/3 arcacnheter.

b) fol 2t/(1 + 4t2) dt = (In5)/4.

c) a = —2/50chb = 1/5 vilket leder till foﬂ e 2% coszdx = 2(1 +
e”27) /5.
Ovning 4.15

a) Arean mellan graferna dr 2 — 7 /2 areaenheter.

2
b) foﬂ-/ z?sinzcdz = m — 2.
c) En approximation med tre delintevall ger 1, 2.

Ovning 4.16

a) Arean mellan graferna ir 5/2 areaenheter.

: 1 —z2 /2
b) Trapetsmetoden med fyra delintervall ger f . e dx ~ 1, 69.

2
0 fl 2% In(z) de = (1601n2 — 31)/25.

Ovning 4.17
a) fw/4 (sinz + cos2z) dx = 1.
—7n/4
b) VifirT, = (3v3 — w)/3.
c) Rotationskroppens volym ar 52 /4 + 37 /2 volymsenheter.
Ovning 4.18
a) Arean av omradet mellan graferna dr 1 areaenhet.

b) Volymen av rotationskroppen ir 7w (1 — 13e _4) /4 volymsenheter.

¢) Trapetsmetoden ger nirmevirdet 2, 70.
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