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Forra géngen




Forra g&ngen: normalférdelningen

» En normalférdelad s.v. X har tathetsfunktionen

1
fX(X) = Ee_(x_“)z/(zj'z)’ X € R’

dar pu och o > 0 &r vantevidrde resp. standardavvikelse
(kodbeteckning: X € N(u, 0)).

» Om p =0 och o = 1 sidgs X vara standardiserad
normalférdelad. Fordelningsfunktionen finns i tabell. Om
X € N(p,0) sé galler att (X — p)/o € N(0, 1), vilket ar
anvandbart vid berdkningar.

» Linjdrkombinationer av normalférdelade s.v. ar fortfarande
normalfordelade.




Forra gdngen: centrala gransvardessatsen

v

L&t X1, X5, ...vara en fdljd av oberoende och likaférdelade
s.v. med vintevarde p och standardavvikelse o > 0 och sitt

Y= X1+ + Xn.

» Notera att E(Y,) = nu och V(Y,) = no? (= D(X) = o/n).
» D4 siger centrala griansvardessatsen att fordelningen for Y,
narmar sig N(np, o+/n) da n Skar. Vi skriver detta
Yn € AsN(npu, o+/n).
» Speciellt giller X = Y,,/n € AsN(u, o/+/n).
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Binomialférdelningen—igen (Kap. 7.2)
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Binomialférdelning

> Vi rekapitulerar definitionen:

Definition
Om en s.v. X har sannolikhetsfunktionen

px(k) = (Z) pk(1—p)" %, ke{0,1,2,...,n},

dar 0 < p < 1, sdgs X vara binomialférdelad (kodbeteckning:
X € Bin(n, p)).
» Betrakta n st. oberoende forsok dar sannolikheten att lyckas i
varje forsok ar p.
» L&t X vara antalet lyckade forsok av dessa n. D& giller att
X € Bin(n, p).
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Mellanspel: Bernoulli-fordelning

Definition

Om den s.v. | antar virdena 1 och 0 med sannolikheterna p
respektive 1 — p sdgs | vara Bernoulli-férdelad (kodbeteckning:
Be(p)-fordelning).

» Sannolikhetsfunktionen ar

1-p k=0,
pi(k)=1qp k=1,
0 annars.
» Dessutom giller att
V(l) = p(1 - p).




Summarepresentation av binomialférdelning

» Betrakta n st. oberoende forsdk dar sannolikheten att lyckas i
varje forsok ar p.

» Latfori=1,...,n,

= 1 om forsok nr. i lyckas,
" 10 annars.

» D3 &r /;:na oberoende och Be(p)-fordelade s.v.

» L&t X vara antalet lyckade forsok. D& galler att X € Bin(n, p).
Dessutom ar
X=h+h+-+l.

» Denna summarepresentation av binomialférdelade s.v. ar ofta
anvandbar vid berdkningar.
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Vantevarde och varians for binomialfordelad s.v.

» Lat X € Bin(n, p). Med hjilp att summarepresentationen f&r vi
n n
E(X)=E (Z /,-) => E(l;) = np,
i=1 i=1

V(X)=V (Z /,-> =N "V(l) = np(1 - p),
i=1 i=1
D(X) = V/V(X) = /np(1 - p).

» |bland anvinds notationen g =1 — p.




Additionssatsen for binomialfordelade s.v.

» Foljande resultat foljer direkt av summarepresentationen.

Sats
Om X € Bin(ny, p) och Y € Bin(ny, p) ar oberoende s galler att

X +Y € Bin(ny + n2, p).

» Notera att p-parametern méste vara samma for b&da
variablerna for att resultatet skall gilla.




Normalapproximation

» L4t igen X € Bin(n, p). Genom att tillimpa centrala
gransvardessatsen p& summarepresentationen av X erhalls

X € AsN(np,/np(1 — p)).

» Detta betyder att

IP’(a<X§b)—IP’< a_np Xonmp _ b-np )

Vi —p)  mp—p) /el p)

o <b—np> e (a—np> |
np(1 — p) np(1 — p)

» Som tumregel fungerar denna approximation val sdlange
np(1 — p) ar minst 10.

12/27



Galtons brada

-
-
*

.
.
- @
.

13/27



Exempel: 6verbokning

» Ett flygbolag tillampar 8% 6verbokning pa vissa turer. Detta
gbr man i den trygga forvissningen om att inte alla som bokat
plats kommer att utnyttja denna. | sjdlva verket tror man sig
veta, att i medeltal var tionde inbokad resenar aldrig utnyttjar
sin bokade plats. Anta att ett plan har 120 platser och att
man till en tur bokar in 130 passagerare. Vad &r sannolikheten
for att ndgon eller ndgra regelrdtt inbokade passagerare inte
kommer att f& ndgon plats pa resan? Limpliga
approximationer och oberoendeantaganden far goras.

[ svar: 0.1521 med MATLAB, 0.1922 med normalapproximation.]




Poisson-approximation

» Om X € Bin(n, p) och Y € Po(np) s& kan man bevisa att

| px(k) — py (k)| < np?.

» Detta betyder att en Bin(n, p)-fordelning kan approximeras
med en Po(np)-fordelning d& p ar litet.

» En tumregel ar att p skall vara hégst 0.1 for att
approximationen skall vara tillrackligt noggrann.

» Eftersom Poissonférdelningen endast har en parameter ar
denna férdelning ofta enkel att rikna med.
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Exempel: 6verbokning—igen

» Ett flygbolag tillampar 8% 6verbokning pa vissa turer. Detta
gbr man i den trygga forvissningen om att inte alla som bokat
plats kommer att utnyttja denna. | sjdlva verket tror man sig
veta, att i medeltal var tionde inbokad resenar aldrig utnyttjar
sin bokade plats. Anta att ett plan har 120 platser och att
man till en tur bokar in 130 passagerare. Vad &r sannolikheten
for att ndgon eller ndgra regelrdtt inbokade passagerare inte
kommer att f& ndgon plats pa resan? Limpliga
approximationer och oberoendeantaganden far goras.

[svar: 0.1658 med Poisson-approximation.]

16 /27



ldag

Hypergeometrisk fordelning (Kap. 7.3)
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Tva klassiska urnproblem—igen

» Under Foreldsning 2 diskuterades féljande exempel.

» | en urna finns s svarta och v vita kulor. Man drar
slumpmdssigt n kulor ur urnan.

(a) Antag att kulorna dras med &terlaggning. Vad &r sannolikheten
att f& k vita kulor?

s () (52) ()]

(b) Antag nu att kulorna istillet dras utan &terldggning. Vad &r nu
sannolikheten att f& k vita kulor?

o 062
(*2")
» Notera binomialférdelningen i (a) (p = v/(s + v),
g=s/(s+v)).




Hypergeometrisk fordelning

» Antag att i en population omfattande N element har Np
element en viss egenskap, sag, A. Har ar p relativa frekvensen
A-element.

> | urnexemplet ovan dr A ="vit", N = s+ v och
Np=v(=p=v/(s+V)).

» Om n element uttas slumpmissigt med &terlaggning ar antalet
A-element X bland dessa Bin(n, p)-fordelat.

» Om daremot n element uttas slumpmassigt utan aterliggning
ar antalet A-element X bland dessa hypergeometriskt férdelat,
dvs. har sannolikhetsfunktion

(kodbeteckning: X € Hyp(N, n, p)).
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Hypergeometrisk fordelning (forts.)

» Man drar slumpmassigt fem kort ur en kortlek utan
aterlaggning. Vad ar sannolikheten att tvd av dessa ar hjarter?

» MATLAB-I6sning (notera parametriseringen):

>> hygepdf (2,52,13,5)
ans =

0.2743




Hypergeometrisk fordelning (forts.)

Man kan visa att

v

E(X) = np,

V(X) = np(1 — p)H "

N—-1

v

Viantevardet ovan ar detsamma som for binomialférdelningen.
Varianserna skiljer med faktorn d? = (N — n)/(N —1).

Nar kvoten n/N &r liten (sdg, mindre dn 0.1) s3 kommer det
faktum att vi drar utan &terldggning att bli férsumbart och
fordelningen narmar sig asymptotiskt binomialférdelningen.
Detta syns dven pa att d> — 1 d& N — oo. Faktorn d? kallas
korrektionsfaktorn for andlig population.

v

v
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Exempel: bus spotting in Stockholm

» En bussentusiast promenerar en dag omkring i Stockholms
innerstad och noterar registreringsnummer p& alla bussar han
ser, vilket resulterar i 30 st. olika nummer. En vecka senare ger
han sig ut igen och péatraffar d 25 bussar. Av de senare fanns
5 st. bland dem han noterade en vecka tidigare. Uppskatta hur
méanga bussar det finns i innersta’n!

[ svar: ca 150 st.]

» Denna inferensteknik kallas capture-recapture och anvands
t.ex. inom ekologi och populationsdynamik.
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Possionfordelningen—igen (Kap. 7.4)
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Poissonférdelning

» Vi rekapitulerar féljande definition.

Definition
Om en s.v. X har sannolikhetsfunktionen

Lk
px(k)="me ke{0.1,2,... },

dar p > 0, sdgs X vara Poissonférdelad (kodbeteckning:
X € Po(w)).
» Intressant nog ar vintevardet lika med variansen for denna

fordelning:
E(X) =V(X) = p.




Summor av oberoende Poissonfordelade s.v.

» Med hjilp av den s.k. faltningsformeln fér férdelning av summa
(se Kap. 4.7) kan man visa féljande.

Sats
Om X € Po(u1) och Y € Po(u2) ar oberoende s§ giller att

X+Y € Po(u + p2).

» Ovan additionsegenskap leder till att Poissonférdelningen
narmar sig normalfordelningen d& p ar stort.




Normalapproximation av Poissonfordelningen

» Antag att p ar ett heltal och 1&t X € Po(pu).

» Enligt ovan sats kan d& X skrivas som

XZVl—I—VQ—l-...—FVM,

dir Vi € Po(1), ..., V,, € Po(1) &r oberoende.

» Centrala gransvirdessatsen ger nu att X ndrmar sig
normalférdelningen d& p ar stort, dvs.

X € AsN(p, /i) da p— oo.

» Resultatet géller fortfarande d& p inte ar ett heltal.

» En tumregel ar att u skall vara minst 15 for att
approximationen skall vara tillrdckligt noggrann.
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Nista foreldsning

» Inferensteoril
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