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Lite om kontrollskrivning och laborationer

» Kontrollskrivningen

» omfattar Kap. 1-5 i boken, allts& Férelasning 1-6. Hjadlpmedel:
endast minirdknare.

» omfattar 5 uppgifter. For att erhélla bonus krdvs helt korrekt
svar till minst 3 av uppgifterna. Gamla kontrollskrivningar att
6va p3 finns p& hemsidan.

» Vad giller laborationerna finns nu handledningen till
Laboration 1 (bonusgivande, onsdag 25 november kl. 15-17)
pd hemsidan under "aktuell information”.

» D3 det ar ménga studenter som féljer kursen kommer
laborationstillfallet den 25 november att anvandas framst till
redovisning.
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Forra géngen
Normalférdelningen och dess egenskaper (Kap. 6.3-6.4)
Linjarkombinationer av oberoende normalférdelade s.v. (Kap. 6.5)

Centrala gransvardessatsen (Kap. 6.7)
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Denna kurs

» Sannolikhetsteori: Hur kan man stilla upp en matematisk
modell for ett slumpmassigt forsok? (lv. 1-3)

» Inferensteori: Vilka slutsatser kan man dra av ett givet
datamaterial? (lv. 4-7)

» Sannolikhetsteorin utgdr en grund for inferensteorin.
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Forra géngen




Forra gangen

v

Vantevarden av funktion av flerdimensionell s.v.,

» kovarians och korrelation,

v

vantevarde och varians for linjarkombinationer,

v

stora talens lag.




Mer om kovarianser: bilinjaritet

» Man Overtygar sig enkelt om att kovariansen ar bilinjar, dvs.
fér godtyckliga linjarkombinationer 3, a;X; och >, b;Yj av ev.
beroende s.v. giller att

C Za,-X,-,ijYj = Za,-bj(C(X,-, YJ)
i J ij

» Ofta praktiskt ndr man raknar!

» Speciellt galler att (jfr. forra gangen)

\% (Z a,-X,-) =C Z a,-X,-, Z anj
i i J
= 2aC(X, X)) = Y _ V(X)) +2)  aia,C(X;, X;).
iJ i

i<j




Exempel: summa och differens

» Lat X och Y vara s.v. sddana att V(X) = V(Y). Berdkna
CX+Y,X=-Y).
[ svar: 0]
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Normalférdelningen och dess egenskaper (Kap. 6.3-6.4)
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Tathetsfunktion

Definition
Om en s.v. X har tithetsfunktionen
1 2 2
£ — = a—(x=p)?/(20 )’ € R,
% (x) a\/277re X

dar p och o > 0 ar givna tal, sdgs X vara normalférdelad
(kodbeteckning: X € N(u, 0)).

» Om =0 och 0 =1 sdgs X vara standardiserad
normalférdelad. Den standardiserade normalférdelningen ar s&
viktig att man gett dess tathets- och fordelningsfunktion egna
namn, ¢ resp. d:

1 _ - X 1
go(x)zﬁe /2 och Cb(x)—/ Wi

e 712 dz.
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Tathetsfunktion (forts.)

(a) Tathetsfunktioner (b) Férdelningsfunktioner

asf— 2

Do(x)

Figur: Tathets- och férdelningsfunktioner fér N(u, o)-férdelningar med
olika parametrar (u, o).
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Gaull och Laplace

(a) C. F. GauB (1777-1855) (b) P. S. Laplace (1749-1827)

12/27



Exempel: lite tabellexercis

» L&t X € N(0,1). Anvand tabell for att berdkna
(a) P(X <0.75),
(b) P(X < —0.75),
(c) xo0.15, dvs. 15%-kvantilen for X.

» MATLAB-Isning:

>> normcdf ([0.75 —0.7571)

ans =
0.7734 0.2266
>> norminv(l — 0.15)
ans =
1.0364




Vintevirde och varians for N(0, 1)

» L&t X € N(0,1). D& ¢ ar symmetrisk inses direkt att

E(X) = /Oo xp(x) dx = /oo x\/liexz/2 dx =0.

oo S T

» Vidare, da V(X) = E(X?) — E(X)? = E(X?) giller att
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Allman normalférdelning N(u, o)

Sats
X € N(p,0) om och endast om Y = (X — pu)/o € N(0,1).
Dessutom géller att

fX(X)Zi@<X;M> och FX(X):‘D(X_M)’ x€R.

g

» Detta ger direkt att
E(X) = E(oY +p) = 0E(Y) + 1 =
V(X) = V(oY + p) = a?V(Y) = o2,

dvs. parametrarna p och o dr véntevérde resp.
standardavvikelse for N(pu, o)-fordelningen.




Exempel: lite mer tabellexercis

» Lat X € N(6,2) och berdkna P(7 < X < 9) med hjilp av
tabell.

» MATLAB-I6sning:

normcdf (9, 6,2) — normcdf (7,6,2)
ans =

0.2417




Normalférdelningens kvantiler

» Standardnormalférdelningens a-kvantil betecknas A, och kan
hittas i tabell; om X € N(0, 1) géller allts3 att
P(X > A\a) = a.

» Vidare, P(= Xy 0 < X < Aqp2) =1-2(a/2) =1~ q

» Om X € N(u,0) ar a-kvantilen p + Ao, ty

X —
az]P’( “>Aa> =P(X > i+ Aao).
g

Dessutom,

1—Oé:IP)<—)\a/2< ’u<)\a/2>

:P(M—)\a/20<X<u+)\a/20).
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Linjarkombinationer av oberoende normalférdelade s.v. (Kap. 6.5)
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Linjarkombinationer av oberoende normalférdelade s.v.

» Linjarkombinationer av normalférdelade s.v. ar fortfarande
normalférdelade!

Sats
Om X1 S N(,ul,ol), X2 S N('LL2,U2), ey, Xn S N(,LL,,,U,,) ar
oberoende géller for alla konstanter a1, ap, ..., a, och b att

n

2 2
E:aigi
i=1

n n
Za,-X,-+b€N Za;u;—l—b,
i—1 i—1

» Om Xi, X2, ..., X, dr oberoende och N(pu, o)-fordelade
erhélls speciellt, for ay = ax = ... = a, = 1/n,

_ 1< o
X=>S"XeN(u-2).
n,; © (“ ﬁ)
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Exempel: bomullsband

» En maskin klipper till bomullsband i bitar, vilkas langd (enhet:
meter) uppvisar en slumpmdssig variation som ar N(1,0.05).
Vid ett tillfalle vill man ha 10 bitar med en sammanlagd langd
pa 10 meter. D3 gbr man pa ett av nedanstdende tva satt:

(I) Tag ett band slumpmaissigt med langden X; och klipp till
ytterligare 9 precis lika l1&nga bitar. Sammanlagda langden 3r
day.

(I1) Tag 10 bitar slumpmdssigt med ldngder Xi, Xa, ..., Xio.
Deras sammanlagda langd 3r d3 Z.

Med vilken metod ar sannolikheten storst att den
sammanlagda langden ligger ndra 107

[ svar: metod (II) ]
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Centrala gransvardessatsen (Kap. 6.7)




Centrala gransvardessatsen

» Foljande &r det viktigaste resultatet i matematisk statistik.
Sats (centrala gransvardessatsen)

L&t X1, Xo, ... vara en oandlig féljd av likaférdelade s.v. med
vantevérde 1 och standardavvikelse o > 0 och satt
Y,=Xy+ -+ X,. D3 géaller for alla a < b att

P<a< Yaf“<b> o(b) — d(a) din— oo,

» Med andra ord, ndr n ar stort ar Y, ungefar
N(npu, o+/n)-férdelad. Vi skriver detta Y,, € AsN(nu, o+\/n).




Centrala gransvardessatsen (forts.)

v

Notel’a att

vilket &r i linje med stora talens lag. Men centrala
gransvardessatsen beskriver dven felet mellan X och p.

Det mérkliga med CGS:en ar att den héller oberoende av
fordelningen hos X;:na sdlange vantevirde och varians ar
valdefinierade!

Hur stort n som krdvs for bra approximation beror p3
fordelningen hos X;:na och i synnerhet pa hur skev denna ar.

Manga matfel uppstdr som summor av delfel av ungefar
samma storlek och blir alltsd approximativt normalférdelade.
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Exempel: upprepade kast med tarning

» For utfallet X av ett tarningskast galler att y = E(X) = 3.5
och 0 =D(X) = 1.71.

» Vi kastar en tarning upprepade ganger och betecknar utfallen
X1, X2, X3, ...

» Efter varje nytt kast skriver vi upp summan Y, =7 ; X.

» MATLAB-simulering:

X = randi(6,1,n);
S = cumsum (X) ;
means = S./(l:n);

» Slutligen berdknar vi den normerade summan

(Yo — np)/(o/n).




Exempel: upprepade kast med tarning (forts.)

Simulation of 2000 rolls

Normalised histogram

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Normalised deviation from 3.5

Figur: Normerat histogram &ver 2000 simulerade normerade summor.
Rédstreckad linje &r tathetsfunktionen fér N(O, 1).
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Centrala gransvardessatsen, bevisskiss*

» |dé: visa att tathetsfunktionen f, for (Y, — nu)/(o+/n) ar lika
med ¢ for stora n genom att visa att Fouriertransformerna av
dessa funktioner ar lika.

» Man visar tamligen enkelt (6vning!) att Fouriertransformen av
. 2
@ dr e t/2,
» For varje tathet fx med vantevarde 0 och varians 1 ges
Fouriertransformen allmant av

F(t) = /_ e fy(x) dx = E (™)
=+ E(X)it — V(QX)tZ +o(t%)

1
= 1 _— §t2 + O(t2).

*Qverkurs for den intresserade studenten.



Centrala gransvirdessatsen, bevisskiss (forts)*

» Trick: skriv
Y, — nu 1 < Xi—pu
Zy= .
oy/n n‘=_o
n%t.)"(i
» Nu erhalls, d& E(X;) = 0 och V(X;) = 1

*Qverkurs for den intresserade studenten.



	Förra gången
	Normalfördelningen och dess egenskaper (Kap. 6.3–6.4)
	Linjärkombinationer av oberoende normalfördelade s.v. (Kap. 6.5)
	Centrala gränsvärdessatsen (Kap. 6.7)

