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Forra géngen




Varians och standardavvikelse for stokastiska variabler
» Variansen for en stokastisk variabel X definieras som
V(X) = E[(X — ux)?],
dar ux = E(X), dvs.
Z(k — ux)? px (k) om X &r diskret,

/ (x — ux)? fx(x) dx om X &r kontinuerlig.

v

Variansen mater hur mycket X avviker fran E(X) i medeltal
och ger sdlunda ett matt p& fordelningens spridning.
2

> Ibland betecknas variansen dven som o%.
» Man visar enkelt att V(X) = E(X?) — E(X)2.
» Exempel!
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Flerdimensionella s.v.

» En n-dimensionell s.v. (X1,...X,) dr en R"-vdrd funktion
definierad p3 ett utfallsrum Q.

» Den simultana fordelningsfunktionen definieras i detta fall som

Fxqy,..x, (X1, ..., xn) =P(X1 < x1,..., Xy < Xn),
(x1,...,xn) € R".




Flerdimensionella sannolikhets- och tathetsfunktioner

» Funktionen
pX,Y(jak):]P)(X:jayzk)a j7k6{0’1727"'}

kallas sannolikhetsfunktionen for den diskreta tvddimensionella
s.v. (X, Y).
» Om det finns en icke-negativ funktion fx y(x,y) s&dan att

P(x.Y) e = | /A v (x, ) dx dy

for alla A sags den tvadimensionella s.v. (X, Y) vara
kontinuerlig. Funktionen fx y(x, y) kallas tathetsfunktionen fér
(X,Y).

» Motsvarande definitioner giller i det flerdimensionella fallet.




Oberoende s.v.
Definition
De s.v. X och Y kallas oberoende om

P(X €A Y eB)=P(X e AP(Y € B)

for alla mangder A och B.

» Det visade sig att

X och Y oberoende < Fx y(x,y) = Fx(x)Fy(y)

o px.y(J, k) = px(j)py (k) foralla j, k (disk. fallet),
fx v(x,y) = fx(x)fy(y) forallax,y (kont. fallet).

» Det visade sig tdmligen enkelt att bestimma
fordelningsfunktionerna for max{Xi, Xa,..., X,} och
min{ X1, Xa,...,X,} d& Xj:na var oberoende och
likafordelade.
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Mer om vantevarden och varianser (Kap. 5.2-5.3)
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Varians for affin transformation av en s.v.

» Exempel!

» Med hjilp av definitionen av varians visar man enkelt féljande.
Sats
Fér alla s.v. X och konstanter a och b géiller att
E(aX + b) = aE(X) + b,
V(aX + b) = a*V(X),
D(aX + b) = |a|D(X).

» OBS! Konstanten b bidrar inte till variansen.




Vantevarde for en funktion av flerdimensionell s.v.

» Lat (X, Y) vara en tvadimensionell s.v. och g : R? — R en
reellvard funktion. Satt Z = g(X, Y). Da géller foljande.

Sats

> gl k) px,y (i, k) om (X, Y) ér diskret,
RB(Z) = Sk
// g(x,y) fx,y(x,y)dxdy om (X,Y) ar kontinuerlig.
R2

» Motsvarande giller i det flerdimensionella fallet.

» Som vi ska se i det foljande kan ovan sats anvdndas for att
erhélla ett generellt resultat for det viktiga fallet d& X och Y
ar oberoende och

g(X,Y) = XY.

10/27



Vantevarde for produkt av oberoende s.v.

Sats
Om X och Y &r oberoende géller att

E(XY) = E(X)E(Y).

» OBS! Resultatet giller i allm3nhet inte om X och Y beroende.

» Ovan resultat kan generaliseras till fler n tvé s.v.

Sats
Om Xy, Xo, ..., X, ar oberoende galler att

E(X(Xo - Xp) = E(X1)E(X2) - - - E(X,).




Vantevarde for linjarkombination av s.v.

» L&t Xi,..., X, vara s.v. och betrakta en linjarkombination

n
aXi+aXo+...+a,X,+b= Za;X,-—I—b,
i=1
dar konstanterna ay, ..., a, och b kan vara positiva eller

negativa tal.

» Foljande sats visas pd samma satt som den foregdende och
giller ven om X;:na ar beroende.

Sats
For alla s.v. X1,...,X, och konstanter ay, ..., a,, b giller att

E (Zn: ai X + b) = Zn: a;E(X;) + b.
i=1 i=1
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Beroendemétt (Kap. 5.4)
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Exempel: tathetsfunktion for

oberoende/beroende s.v.
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Beroendematt

» Ett beroendemitt sammanfattar, i ett enda tal, hur tva s.v. X
och Y samvarierar.

» Vi kommer att diskutera tva vanliga och nirbeslaktade
beroendemétt, namligen kovarians och korrelation.
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Kovarians

Kovariansen mellan tvd s.v. X och Y definieras som

v

C(X,Y) =E[(X — ux)(Y — py)].

Notera att C(X, X) = E[(X — ux)?] = V(X).
Vidare ger symmetri att C(X, Y) = C(Y, X).
Om ndgon av variablerna ar konstant blir C(X, Y) = 0.

Intuition: kovariansen bor bli

» positiv om det finns en tendens att (X — pux)(Y — py) ar
positiv, dvs. att variablerna avviker §t samma h4ll fran sina
respektive vantevarden,

» negativ om det finns en tendens att (X — pux)(Y — py) ar
negativ, dvs. att variablerna avviker 8t olika h4ll frén sina
respektive vantevarden.

v

v

v

v
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Kovarians (forts.)

» Foljande sats ar ofta anvandbar vid berdkningar.

Sats
C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

» Speciellt galler féljande.

Sats
X och Y &r oberoende = C(X,Y) =0
OBS! Omvéandningen &r inte sann i allmanhet!
» Exempel?




Korrelation

» Korrelationskoefficienten for X och Y definieras som

C(X,Y)

X)) = BoaD(Y)

» Notera att korrelationskoefficienten ar dimensionslés.

» Man kan visa att [C(X, Y)| < D(X)D(Y), vilket medfér att
-1<p(X,Y)<1.

» Man kan &dven visa att [p(X, Y)| =1 om och endast om X
och Y &r linjart beroende, dvs. Y = aX + b for konstanter a
och b; mer specifikt giller d& att a > 0= p(X,Y) =1 och
a<0=p(X,Y)=-1
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Summor, linjarkombinationer och stora talens lag (Kap. 5.5-5.6)
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Varians for summor
» Vi sag tidigare att
E(X + Y) = E(X) + E(Y)

for alla (dven beroende) s.v. X och Y.

» | motsvarande uttryck for variansen tillkommer dock en term
som motsvaras av kovariansen:

Sats
Fér alla s.v. X och Y géller att

V(X +Y) = V(X) + V(Y) +2C(X, Y).

» | specialfallet d& X och Y ar oberoende, vilket implicerar att
C(X,Y) =0, blir séledes

V(X + Y) = V(X) + V().




Varians for linjarkombination

» Foljande sats utvidgar ovan resultat fér kovarians for summa
av tva s.v. till en godtycklig linjarkombination.

Sats
For alla s.v. X1,...,X, och konstanter a1, ..., a,, b galler att
\Y <Z aiX; + b) =D aV(X)+2 > aaC(X), Xe).
=1 =1 1§j<k§n

» | specialfallet d& alla Xj:na ar oberoende blir alla kovarianser
noll, och man erhaller

\Y% (Z aiXi + b) = Z a?v(Xx;).
i=1 i=1

» OBS! Konstanten b bidrar ej till variansen.
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Vantevarde och varians for medelvarde

» Vi later nu Xi,..., X, vara oberoende s.v. med gemensamt
vantevarde i och standardavvikelse o. Beteckna medelvardet

med
1<
X=-%"X.

» Med hjilp av ovan satser erhills
1 n
=

och, d& X;:na ar oberoende,

- (3 ($0)- () S
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Vintevirde och varians for medelvirde (forts.)

» Som forvantat giller att E(X) = p.

» Markvardigare ar att variansen dr omvant proportionell mot n

enligt

1, o1

—0° = D(X) = —o.

n (%) V/n

» Det forefaller alltsd som om férdelningen fr X blir mer och
mer koncentrerad kring dess vantevarde p nar n okar.

V(X) =

» Detta beskrivs narmare av stora talens lag.




Stora talens lag

» Sats

L&t X1, Xz, ..., X, vara oberoende och likaférdelade s.v. med
gemensamt vantevarde i och I3t

X:lzn:x,-.

S

D3 galler, for varje € > 0,

P((X—pul>e)—>0 di n— .

» Exempel med tirningskast!




Upprepade tarningskast
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Figur: Medelvirde X av upprepade tirningskast. Rodstreckad linje
indikerar véntevardet u = E(X) = 3.5.
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Stora talens lag

» Stora talens lag ar ett fundamentalt resultat i matematisk
statistik.

» Tolkning: medelvirdet 3r en bra uppskattning av vantevardet
nar n ar stort!

» Om vi inte kdnner vantevardet kan vi allts3 gissa, eller
"skatta”, vantevardet med hjilp av medelvdrdet. Detta kommer
att vara av stor vikt ndr man skall kalibrera en slumpmodell
med hjilp av observerad data. Stora talens lag ar darfér en
grundsten i empiriska vetenskaper.

» Detta kommer vi att diskutera vidare i inferensdelen av kursen.
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Nista foreldsning

» Normalférdelningen,
» mer om linjarkombinationer av oberoende normalférdelade s.v.,

» centrala gransvardessatsen.

27 /27



	Förra gången
	Mer om väntevärden och varianser (Kap. 5.2–5.3)
	Beroendemått (Kap. 5.4)
	Summor, linjärkombinationer och stora talens lag (Kap. 5.5–5.6)

