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Vintevarde och varians (Kap. 5.1-5.3)
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Vantevarde for stokastiska variabler

» Vintevardet for en stokastisk variabel X definieras som

k px (k) om X &r diskret,

E(X)={ &
/ x fx(x)dx om X &r kontinuerlig.

» Vintevardet kan tolkas som
» "masscentrum’ for fordelningen, dvs. ett matt p& fordelningens
lage.
» medelvardet for variabelns utfall om forscket utfors ett stort
antal génger.

» Ibland betecknas vantevardet dven som px.




Vantevarde for funktioner av stokastiska variabler

» L&t nu X vara en stokastisk variabel, g en reellvdrd funktion
och sitt Y = g(X).

» Vi diskuterade hur tathetsfunktionen/sannolikhetsfunktionen
for Y kan bestammas i vissa fall.

» Dessutom géller foljande eleganta resultat for E(Y).

Sats

g(k) px (k) om X ar diskret,

E(Y)=1 §
/ g(x) fx(x) dx om X ar kontinuerlig.




Exempel: exponentialfordelning

» Lat X € Exp(\). Berdkna

(a) E(X),
1
svar: +

(b) E(X?).
2
svar: 2




Varians och standardavvikelse for stokastiska variabler

» Variansen for en stokastisk variabel X definieras som
V(X) = E[(X — ux)?],
dar pux = E(X), dvs.

(k — px)? px (k) om X ar diskret,
V(X) =< %o
/ (x — pux)? fx(x) dx om X &r kontinuerlig.

» Variansen mater hur mycket X avviker frdn E(X) i medeltal
och ger sdlunda ett matt p3 fordelningens spridning.

2
X-

» Man visar enkelt att V(X) = E(X?) — E(X)2.

» |bland betecknas variansen dven som o




Standardavvikelse for stokastiska variabler

» Standardavvikelsen ar nara beslaktad med variansen och

definieras som
D(X) = /V(X) = ox.

» En fordel med standardavvikelsen ar att den har samma enhet
som X sjalv.




Exempel: Exponentialférdelning

» Lat X € Exp(\). Berdkna V(X) och D(X).

1
svar: V(X) = 2 D(X) =




Exempel: exponentialférdelning (forts.)
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Figur: Tathetsfunktioner for Exp(A)-fordelningar med olika A.
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Flerdimensionella stokastiska variabler (Kap. 4.1-4.7)
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Tvadimensionella s.v.

» Till att borja med betraktar vi det tvddimensionella fallet.
Definition
En tvidimensionell stokastisk variabel ir en R?-vird funktion
(X, Y) definierad p§ ett utfallsrum Q.

» Med andra ord, (X, Y) associerar varje utfall i Q med ett
talpar i R?. Koordinaterna X och Y ir endimensionella s.v.




Diskret tvddimensionell s.v.

» Om X och Y b&da antar ett dndligt eller upprakneligt oandligt
antal varden {ko, k1, k2, ...} sdgs den tvddimensionella s.v.
(X, Y) vara diskret. Vi later {ko, ki, kz,...} ={0,1,2,...}i
det foljande.
Definition
Funktionen

pxy(U, k) =P(X=j,Y=k), j€{0,1,2,...},ke{0,1,2,...},

kallas sannolikhetsfunktionen for den diskreta tvddimensionella s.v.
(X,Y).
» | analogi med det endimensionella fallet galler att
Zf.io > koo Px,y(, k) =1.
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Kontinuerlig tvddimensionell s.v.

» Analog med det endimensionella fallet ar dven féljande
definition.
Definition
Om det finns en icke-negativ funktion fx y(x,y) sddan att

P((X,Y) € A) = //A fx,v(x,y) dx dy

for alla A sags den tvadimensionella s.v. (X, Y') vara kontinuerlig.
Funktionen fx y(x,y) kallas tathetsfunktionen for (X, Y).
» | definitionen ovan betecknar ffA en s.k. dubbelintegral, vilken
beskriver volymen under grafen A > (x,y) — fx y(x,y). Jfr.
det endimensionella fallet.
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Exempel: likformig férdelning

» Antag att (X, Y) har likformig fordelning Sver 0 < x,y < 1,

dvs.
fX7y(X,y):1, 0<X,y< 1.

Bestam P(X > Y).

svar: —




Kontinuerlig tvddimensionell s.v.

» Vi noterar att
P((X,Y) € R?) = / fx,v (x,y) dx dy,

dvs. att totala volymen under grafen (ytan) utgdr den totala
sannolikhetsmassan (= 1).

» Den marginella tithetsfunktionen fx for X erhélls genom att
man integrerar bort y-argumentet fran fx y enligt

X)=/ fx,y(x,y) dy
:/ fX,Y(X7y) dx

Analogt,

» Visa bild!
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Tvadimensionella s.v.

» Vi dr i allm3nhet intresserade av att berdkna sannolikheten
P((X, Y) € A) att talparen hamnar i ndgon mingd A C R?,
och hdr kommer féljande till anvindning.

Definition
Funktionen

Fxy(x,y) =B(X <x,Y <y), (x,y)eR

kallas for den simultana férdelningsfunktionen for den
tvddimensionella s.v. (X, Y).
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Fler an tv3 dimensioner

» Ovan definitioner utvidgas p3 ett naturligt satt till fler an tva
dimensioner.

» En n-dimensionell s.v. (Xi,...X,) ar séledes en R"-vird
funktion definierad p3 ett utfallsrum €.

» Den simultana férdelningsfunktionen definieras i detta fall som

Fxi,.. X, (X1, xn) = P(X1 < x1,..0, Xi < X)),
(x1,...,xn) € R",
och aven den simultana sannolikhets- och tathetsfunktionen

PXi,... X, esp. fx,.... x, definieras analogt med det
tvadimensionella fallet.
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Oberoende stokastiska variabler




Oberoende stokastiska variabler

Definition
De s.v. X och Y kallas oberoende om

P(X €AY eB)=P(X € A)P(Y € B) (xx)
for alla mangder A och B.

» Det visar sig vara tillrdckligt att (xx) galler for alla rektanglar:

Sats
De s.v. X och Y ar oberoende om och endast om

Fx,y(x,y) = Fx(x)Fy(y)

for alla (x,y) € R2.




Oberoende stokastiska variabler

> Det giller vidare att

FX,Y(Xa)/) = Fx(x)Fy(y) forallax,y
o 1PxvUik) = px()py (k) foralla j, k  (diskreta fallet),
fx v(x,y) = fx(x)fy(y) forallax,y (kontinuerliga fallet).

» Ovan definition kan utan vidare utvidgas till fler 4n tva s.v.
enligt samma monster som i Foreldsning 2 (oberoende
mangder). T.ex. dr de s.v. X, Y och Z oberoende om de ar
parvis oberoende och dessutom

Fx.v,.z(x,y,2z) = Fx(x)Fy(y)Fz(z)

for alla (x,y,z) € R3,
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Exempel: normalfordelade s.v.

Figur: Simultan tathetsfunktion
fx.v(x,y) = exp{—x*/(203) — y*/(207)}/(2m0x0,) for tva oberoende
normalférdelade s.v. med o, = 0.5 och o, = 1.
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Maximum av n oberoende s.v.

v

Lat Xi, Xs,..., X, vara oberoende s.v. med gemensam
fordelnings- och tathetsfunktion F resp. f.

» Vi sdtter Z = max(Xy, ..., Xn).
» D3 galler
Fz2(z2)=P(Z<2)=P(X1 < z,...,X, < 2)
n
= [[B(Xi < 2) = (F(2))"
i=1
» Kedjeregeln ger vidare

fz(z) = %(Z) = n(F(2))"f(2).




Minimum av n oberoende s.v.

» L&t Xi, X5, ..., X, vara som ovan, men satt istallet
Z =min(Xy, ..., Xy).

» Genom att ta komplementet kan vi rdkna som tidigare enligt
Fz(z)=P(Z<z)=1-P(Z > z)

=1-P(Xy>2z,...,.X%>2)=1-[][P(X; > 2)
i=1
n

=1-JJa-PXi<2)=1-(1-F(2))"

i=1
» Kedjeregeln ger s

fz(z) = %(Z) = n(1— F(2))" f(2).




Exempel: "en kedja ar inte starkare dn sin svagaste lank”

» Pafrestningen (enhet kN) som en lank t&l ar en stokastisk
variabel som &r Rayleighférdelad med tithetsfunktionen

fx(x) = Zxe /8 x>0,

Vad 3r sannolikheten att en kedja som bestdr av 4 lankar
brister om den utsatts for belastningen 0.5 kN7

svar: 1 — e 1/8 2~ 0.12




Nista foreldsning

» Kovarians och korrelation,
» Summor av oberoende s.v.,

» Stora talens lag.
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