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Forra géngen




Forra gangen: diskret stokastisk variabel

» Definition
En stokastisk variabel (forkortat s.v.) ar en reellvdrd funktion
definierad p3 ett utfallsrum.

» Definition
En s.v. kallas diskret om den kan anta ett dndligt eller upprakneligt
oandligt antal varden {k1, ko, k3, ...}. Funktionen

px(K) =P({w: X(w) = k}) ="P(X = k)", k€ {ki, ko, ks, ...},

kallas sannolikhetsfunktionen for X.




Forra gdngen: nagra viktiga diskreta fordelningar

» Definition
Om en s.v. X har sannolikhetsfunktionen

px(k) = (1—p)*p, ke{1,2,3,..},

dar 0 < p < 1, sdgs X vara for-forsta-gdngen-fordelad
(kodbeteckning X € ffg(p)).

» Definition
Om en s.v. X har sannolikhetsfunktionen

pell) = (1)o@ -prt, ke 012000

dar 0 < p < 1, sags X vara binomialférdelad (kodbeteckning
X € Bin(n, p)).




Forra gdngen: kontinuerlig stokastisk variabel

> | det kontinuerliga fallet beskrivs variationen hos X meddelst
en tathetsfunktion fx.
Definition
Om det finns en icke-negativ funktion fx s&dan att

P(X € A) = /A fx(x) dx

for alla A, sdgs X vara en kontinuerlig stokastisk variabel.
Funktionen fx kallas tithetsfunktionen for den s.v. X.




Forra gangen: likformig fordelning

Definition
Lat a < b. Om en s.v. X har tithetsfunktionen

(%) {bla om a< x < b,
X pr—

0 annars,

sags X vara likformigt férdelad (kodbeteckning: X € U(a, b)).

» Den likformiga férdelningen kan ses som en kontinuerlig
motsvarighet till att "alla punkter &r lika sannolika” (kom dock
ihdg att alla utfall i sjdlva verket har sannolikheten noll i det
kontinuerliga fallet).
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Forra gangen: likformig fordelning (forts.)

Fix
1 — o
ba
0 a b X

Figur: Tathetsfunktion fér U(a, b)-fordelning.
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Viktiga kontinuerliga férdelningar (Kap. 3.6)
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Exempel: Normalférdelning

Definition
Om en s.v. X har tathetsfunktionen

() = - 1277 O L Y

dar u och o > 0 ar givna tal, sdgs X vara normalférdelad
(kodbeteckning: X € N(u, 0)).

» Den viktigaste fordelningen inom matematisk statistik.
Kommer att diskuteras i detalj senare i kursen (Kap. 6).

» Speciellt viktig p& grund av centrala gransvirdessatsen, vilken
kommer att diskuteras i Iv. 3.
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Exempel: Normalférdelning (forts.)

(a) Tathetsfunktioner for

N(p, o)-férdelningar med olika
parametrar (u, o).
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Exempel: Exponentialférdelning

Definition
Om den s.v. X har tathetsfunktionen

de ™™ om x>0
f; = ’
x(x) {0 om x <0,

dar A > 0, sdgs X vara exponentialférdelad (kodbeteckning:
X € Exp(})).

» Exponentialférdelningen "saknar minne”, vilket gér den lamplig
for att modellera t.ex. ankomsttider, livstider hos
komponenter, telefonsamtal eller tid mellan olyckor.
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Exempel: Exponentialfordelning (forts.)

1.6 . . : .
1.4} A=05 |
1.2} — A=l
10 A=15
=
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Figur: Tathetsfunktioner for Exp(A)-fordelningar med olika A.
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Exempel: Exponentialfordelning (forts.)

» Vi tittar ndrmare pad minneslsheten i termer av sannolikheten
P(X>t+x|X>t), t>0, x>0.
» Med hjilp av exponentialfordelningens tathetsfunktion erhalls
P(X > t) = e M,

vilket tillsammans med definitionen av betingad sannolikhet
ger att, dd {X > t+x}N{X >t} ={X >t +x},

P(X > t+x)

— oA
FX > 1) =e Y =P(X > x),

PX>t+x|X>t)=
dar hogerledet inte beror pa t! Om X &r en Exp(\)-fordelad
vantetid paverkar alltsd inte hiandelsen att vi redan vantat t
tidsenheter sannolikheten att vi f&r vinta ytterligare x
tidsenheter.
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Fordelningsfunktion (Kap. 3.7)
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Fordelningsfunktioner

Definition
Funktionen
Fx(x) =P(X <x), x€R,

kallas fordelningsfunktionen for den s.v. X.

» Fordelningsfunktioner ar ofta praktiska nar man raknar.

» | de diskreta och kontinuerliga fallen giller s3lunda
Fx(x) =) _ px(k)
k<x

resp.

Fx(x) = /_X fx(z) dz.




Fordelningsfunktioner (forts.)

» T.ex., om a < b sd giller alltid att
{X < b} ={X <a} U{a< X < b} och sélunda

P(X < b) =P(X < a)+P(a< X <b)
& P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a).

» D& manga fordelningars fordelningsfunktioner finns tillgdngliga
i tabeller, i minirdknare eller t.ex. MATLAB ger ovan formel
ett effektivt satt att berdkna sannolikheter.

» Integralkalkylens huvudsats ger direkt féljande samband:

Sats
I varje punkt x dar fx ar kontinuerlig galler att

dFX

Fx(x) = —=(x) = fx(x).




Tvé fingerévningar

1. Berdkna fordelningsfunktionen Fx da
(a) X € Exp(N),
(b) X € U(a, b).
2. Berdkna P(8 < X < 12) d&
(a) X € Exp(0.1),
(b) X € Bin(15,1/2).




Nagra egenskaper hos fordelningsfunktioner

» Av foljande egenskaper (som vi lamnar utan bevis) ar
dtminstone (i) och (ii) intuitiva.

Sats
Fér en fordelningsfunktion Fx géller att
0 dix— —o0,

i) F
(i) Fx(x) = 1 dix— 4oo,

(ii) Fx dr icke-avtagande,
(iii) Fx ar hogerkontinuerlig.




Kvantiler

» L3t 0 < o < 1. Om man bestimmer ett tal x, s& att arean till
héger om x,, under en given tathetsfunktion fx ar lika med «
s& f&r man den s.k. a-kvantilen for férdelningen ifraga.

» Formell definition:
Definition
Lésningen x = x, till ekvationen

F}((X) =1—-«

kallas a-kvantilen for den s.v. X.
> o ar ofta 5% eller 1%.

» Kvantilerna xg.25, x0.50 och xp.75 kallas som regel for évre
kvartilen, medianen resp. nedre kvartilen.
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Funktioner av stokastiska variabler (Kap. 3.10)
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Funktioner av stokastiska variabler

» L&t X vara en s.v. och g : R — R en funktion.

» D& ar Y = g(X) en ny s.v. vars sannolikhets- eller
tathetsfunktion ibland kan bestimmas.

» Om g antar endast ett andligt eller upprakneligt oandligt antal
mojliga varden dr Y diskret och sannolikhetsfunktionen py kan
i regel bestimmas enkelt. Detta dr speciellt fallet om X ar en
diskret s.v.




Exempel: tarningskast

» Man kastar en tdrning och |ater X vara antalet 6gon. Satt
Y =sin (X - §) och bestim py.

I k=1,
svar: py(k) = % k=0,
t k=-1




Skiss av allman metod

» Antag nu att X &r en kontinuerlig s.v. med tathets- och
fordelningsfunktion fx resp. Fx.

» Vi betraktar en allmén transformation Y = g(X).

» For att berdkna tathetsfunktionen for Y berdknar vi forst

Fy(y) =B(Y <y) = P(g(X) < y) genom att

(1) uttrycka mangden {g(X) < y} som mingder p& formen
{... <X <...} dar de 6vre och undre grinserna beror pa y,

(2) berdkna sannolikheten Fy(y) =P(Y <y)=P(...< X <..))
med hjilp av Fx.

(3) Slutligen deriverar vi med avseende pa y for att fa fram
tathetsfunktionen fy .
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Exempel: kvadratisk transformation

» Lat X vara en generell kontinuerlig s.v. med tathets- och
fordelningsfunktion fx resp. Fx. Satt Y = X? och bestim fy.

1
svar: fy(y) = ﬁ(fx(ﬁ) +x(=v¥)) omy >0,
0 om y < 0.




Allmant resultat for strangt vaxande/avtagande g

» L&t X vara en kontinuerlig s.v. med fordelnings- och
tathetsfunktion Fx resp. fx. Lt g vara deriverbar och strangt
vaxande med invers g~1. Sitt Y = g(X) och bestim fy.

» Ldsning: vi foljer receptet ovan enligt

(1) Fr(y) =B(Y <y) =P(g(X) < y) =P(X < g~ '(y)),
(2) (X < g7 (y)) = Fx(g7'(¥)),

(3) frly) = di’ny(g*l(y)) - fx(gﬂ(y))di’yg*(y).

» En striangt avtagande deriverbar funktion hanteras pd samma
satt, och generellt giller att

fr(y) = (g () C;lygl(y)‘ : (%)
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Exempel: Y =1/X

» L&t X ha tathetsfunktion

2
fie(x) = ———
x(x) (1 + x2)’ x>0,
och sitt Y = 1/X. Bestam fy(y).
svar: fy(y) = 2 >0
Sly\y _7T(1+y2)’ y




Nasta gang

Flerdimensionella stokastiska variabler,

v

v

oberoende stokastiska variabler,

fordelning for summa av oberoende stokastiska variabler,

v

Férdelning for maximum och minimum av oberoende
stokastiska variabler.

v
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