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Forra gadngen: slumpmassiga forsok, utfallsrum och handelser

» Vi kallade ett forsok slumpmdssigt om

(1) det kan upprepas om och om igen och
(2) framtida utfall kan inte férutsigas exakt (dven under fullt
kontrollerade former for experimentet).

» Detta formaliserades med hjalp av féljande definitioner.
Definition

(i) Resultatet av ett slumpmassigt férsok kallas utfall (bet. w).
Méangden av méjliga utfall kallas utfallsrum ().

(i) En hédndelse (A, B, ...) &r en samling utfall, allts& en
delmingd av utfallsrummet.

» Sedan diskuterade vi lite grundlaggande mangdlara.




Forra gédngen: sannolikheter och Kolmogorovs axiomsystem

» Sannolikheten for en hdndelse A betecknas P(A) och bor viljas
s att den Gverensstimmer med den relativa frekvensen fér A
om det slumpmassiga forsoket upprepas ménga ganger.

» Kolmogorovs axiom dverensstammer med denna
frekvenstolkning av sannolikhet:

(1) For varje handelse A géller att 0 < P(A) < 1.
(2) For hela utfallsrummet Q géller att P(Q2) = 1.
(3) For parvis ofdrenliga hindelser Ay, Az, As, ... giller att

P(Al U Ay U A3 U) = ]P(Al) +IP(A2) +P(A3)+
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Forra gdngen: likformigt sannolikhetsmatt

» Om utfallsrummet ar diskret, dvs. Q = {w1, w2, w3, ...}, racker
det med att definiera sannolikheter P(w;) = p; for de olika
utfallen under férutsattning att p1 + po +p3+... = 1.

» | det viktiga specialfallet med m stycken mojliga utfall
Q ={w1,wr,w3,...,wn} med lika sannolikhet, dvs.
pi = 1/m, ger axiom (3) den klassiska sannolikhetsdefinitionen

PA =Y p= o

wi€A wi€A
_ antal utfalli A "antalet gynnsamma utfall”
N m "~ "antalet mgjliga utfall”

> | detta fall foreligger ett s.k. likformigt sannolikhetsmatt.

> Exempel!
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Exempel: kast med tva tarningar

» Man kastar en réd och en vit térning. Berdkna sannolikheterna
for handelserna
A = "rdda tarningen visar sexa”,
B = "summan &r sju”,
C ="summan ar atta".

[svar: P(A) =P(B) = §, P(C) = &]




Lite kombinatorik

» Vid berakningar med likformiga sannolikhetsmatt ar féljande
princip ofta anvandbar.

Sats (multiplikationsprincipen)

Antag att det féreligger n olika dtgirder. Om &tgard i (< n) kan
utféras pé a; olika satt s3 finns det totalt

diazaz - -dap

olika satt att utféra de n dtgarderna.




Lite mer kombinatorik

» Kom ih3g att

<n> n(n—1)(n—2)-(n—k-+1)

k

- kI
» Med hjilp av multiplikationsprincipen kan man visa féljande
sats.
Sats

Antalet sitt att vilja k element ur n ges av féljande tabell.

med &terliggning utan Sterlaggning
med ordningshansyn nk n(n—1)---(n—k+1)

. . n+k-1 n
utan ordningshansyn P P

9/22



Exempel: tva klassiska urnmodeller

» | en urna finns s svarta och v vita kulor. Man drar
slumpmdssigt n kulor ur urnan.

(a) Antag att kulorna dras med aterldggning. Vad &r sannolikheten
att f& k vita kulor?

s () G9)]

(b) Antag nu istdllet att kulorna dras utan &terldggning. Vad ar
sannolikheten att f& k vita kulor nu?
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Betingade sannolikheter

» Betingade sannolikheter 3r ett sitt att beskriva hur
information om en viss hindelse p&verkar sannolikheten for en
annan handelse.

» L&t (Q,P) vara ett sannolikhetsrum. Antag att vi vet att en
handelse A har intraffat; hur kan vi d3 bestimma sannolikheten
P(B | A), sdg, for att ndgon annan hindelse B ocksé intraffar?

Definition
Lat A och B vara handelser med P(A) > 0. D3 kallas kvoten
_ P(BNA)
P(B|A) = P

den betingade sannolikheten fér B givet att A har intriffat.
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Lagen om total sannolikhet

» Betingade sannolikheter uppfyller Kolmogorovs axiomsystem
och darfér ocksd alla satser for vanliga sannolikhetsmatt.

» Betingade sannolikheter ar sarskilt anvandbara tack vare

foljande sats.

Sats (lagen om total sannolikhet)
L&t handelserna H., ..., H, vara parvis oférenliga och sidana att
UP_,H; = Q. D4 géller for varje hindelse A att

P(A) = ZP(A | Hi)P(H).




Bayes' formel

» Ofta vill man vinda pé en betingning, dvs. berdkna P(B | A)
da man kanner P(A | B). Genom dubbla anvandningar av
definitionen far man

ANB) P(A|B)P(B)

P(
FEIN="5m = ®m

» Genom att kombinera formeln ovan med lagen om total
sannolikhet erhélls, med B = H;, féljande.

Sats (Bayes' formel)
Under samma villkor som i lagen om total sannolikhet galler att

_ P(A| H)P(H;)
FUH LA = S (A Hy)E(H)

forallai=1,...,n.
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Exempel: krona eller klave?

» (Gissa forst och rikna sedan!) En lada innehéller tvd mynt, ett
vanligt med krona p& ena sidan och klave p& den andra samt
ett med krona pa bdda sidorna (en s.k. tvékrona?). Ett mynt
véljs slumpvis och kastas varvid krona kommer upp. Med
vilken sannolikhet visar den andra sidan ocksd krona?

svar: 2
3
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Oberoende handelser

» Om P(BN A) =P(B)P(A) sa erhalls

p(e | A) = “o o) = FONA —pe),

dvs. A pdverkar ej sannolikheten for B.

» Detta leder oss till féljande definition.

Definition
L3t A och B vara handelser. Om

P(AN B) = P(A)P(B)

sdgs A och B vara oberoende.




Ofédrenliga vs. oberoende

» Kan tva ofdrenliga handelser med positiv sannolikhet vara
oberoende?

» Nejl Ty i s& fall skulle det gilla att
P(AN B) =P(A)P(B) > 0,

vilket motsiger
P(ANB) =P(2) =0.




Exempel: kast med tva tarningar

» Man kastar en réd och en vit térning. Betrakta ater
handelserna

A ="rdda tarningen visar sexa”,
B = "summan &r sju”,

C ="summan 3r atta".
Ar n3gra av dessa hindelsepar oberoende?

[svar: Ja, A och B.]




Utvidgning till fler an tvd handelser

> Inte helt sjilvklar!

Definition
Tre hdndelser A, B och C sigs vara oberoende om

P(AN BN C) = P(A)B(B)P(C)

och hiandelserna dessutom ar parvis oberoende.
» Villkoret P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C) racker inte, ty om
t.ex. B = A* och C = & s3 skulle A och A* vara oberoende,
vilket inte ar realistiskt.




Utvidgning till fler an tva handelser (forts.)

> Allméant: for ett godtyckligt antal handelser géller att oavsett
vilka handelser vi plockar ut s& skall sannolikheten for snittet
vara produkten av sannolikheterna.

» Om A och B ar oberoende dr dven A och B* oberoende, ty

P(AN B*) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B)
=P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B*).
Detta giller dven allmant.
» Foljande sats ar mycket anvandbar.

Sats
Om hindelserna A1, Ay, . .., A, dr oberoende s& ges sannolikheten
att minst en av dem intraffar av

n

1-[]a - BA)).

i=1
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Nasta foreldsning

» Stokastiska variabler,

» diskreta och kontinuerliga férdelningar.
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