SF1901 Sannolikhetsteori och statistik |

Jimmy Olsson

Foreldsning 11
30 november 2016




ldag

Forra géngen
Konfidensintervall for o
Ensidiga konfidensintervall

Tva vanliga modeller: oberoende stickprov/stickprov i par

2/33



ldag

Forra géngen




Forra gédngen: konfidensintervall

» Vi inforde foljande definition:
Definition
L&t x1, x2, ..., X, vara utfall av s.v. X1, Xo, ..., X, vars fordelning
beror av en okdnd parameter 6 och 18t 0 < o < 1. Ett intervall

log = (a1(x1, .-, Xn), a2(x1, ..., %n))

kallas ett konfidensintervall fér & med konfidensgraden 1 — oz om
det tacker # med sannolikheten 1 — «, dvs.

P(al(Xl,.. . ,Xn) << 32(X1,.. . 7Xn)) =1-—aqa.

» Om bade a; och a, ar dndliga kallas intervallet tvisidigt.

» Om antingen a; = —oo eller a, = oo kallas det ensidigt.
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Forra g&ngen: allman metod for konfidensintervall

» Vi gick till vaga enligt foljande:

(1) Hitta en s.k. pivotvariabel T = T(Xy,...,X,: 0) vars
fordelning inte beror p& 6.
(2) Hitta kvantiler x, /> och x;_ > till T sa att

IL—a=P(xi_qp < T(X1,..., X0 0) < X4/2).
(3) Lbs ut 0 enligt

1 —oz:]P’(xl,a/g < T(Xp,..., Xmi0) < Xa/Z)
:P(al(Xl,...,X,,) <0< az(Xl,...,X,,)).

(4) Intervallet ges s& av lg = (a1(x1, ..., Xn), 32(x1, ..., Xn)).

» | moment (1) &r det lampligt att utgd fran en punktskattning
av 0.
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Tillampning pa normalférdelningen

» Metoden anvidndes for att konstruera féljande
konfidensintervall f6r p i en N(u, o)-fordelning.

Sats

L3t x1, x2, ..., x, vara oberoende observationer frin en
N(u, o)-férdelning, dar p &r okant. D ar

o {(>'<i)\a/2D) om o ar kint (D = o/\/n),
(X £ tyo(n—1)d) om o arokant (d =s//n),

ett tvasidigt konfidensintervall fér . med konfidensgraden 1 — «.

» Det &terstdr att gora konfidensintervall for o, och for detta
behdvs en ny férdelning: y2-fordelningen.
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x2-férdelningen
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Figur: Tathetsfunktioner for x?(k)-férdelningar (pa formen
fx(x) = cx¥/271e™*/2 | x > 0) med olika antal frihetsgrader k.
(OBS! k kallas f i boken och tabellen!)
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Variansskattning och y?-fordelning

» Kom ih3g att for alla fordelningar ar

1 — 1 n _
i=1

i=1

en vintevirdesriktig skattning av variansen o2

» | normalférdelningsfallet har S? "nistan” x2-férdelning:

Sats
L&t Xy, Xa, ..., X, vara oberoende och N(u,o)-férdelade. D&
galler att

(i) )_< ,u € N(u, D), dar D = D( *)=a/y/n,
= Z(x sy = (=157 ) € X*(n 1),
(i) X och S2 &r oberoende.
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Konfidensintervall for o

> Vi foljer receptet fr&n foérra gdngen:
(1) En naturlig pivotvariabel ar

1 ¢ w2 _ (n—1)S? 2

(2) T har kvantilerna X%—a/2(” —1) och Xi/z(” -1).
(3) Vi lgser ut o enligt

n—1)S
104—]P’<X§—a/2("1) < % < X4 /a(n ))
_1\q2
IO e L
Xa/z(” - 1) X1 a/2

=P(S n-1 <0<5 _n-1
a/2( X3 a/2




Konfidensintervall fér o (forts.)

(4) Detta ger intervallet
| n—1 n—1
c=|S ;S .
Xi/z(n —1) X%_a/z(” —1)
Sats

L&t x1, x2, ..., x, vara oberoende observationer frin en

N(u, o)-férdelning. D§ ges ett konfidensintervall fér o med
konfidensgraden 1 — a av

|o‘ — (klsa k2S) 3
dar

n—1 n—1

kh=,———— och k=
' Xi/z(n_l) ?




Samband mellan stickprovsférdelningar

» Foljande sats kopplar ihop normal-, x2- och t-férdelningarna.

Sats
Om X € N(0,1) och Y € x?(k) &r oberoende s& giller att

X

JY Tk

» En konsekvens &r foljande sats (anvindes forra géngen).

€ t(k).

Sats
L&t Xy, Xa, ..., X, vara oberoende och N(u,o)-férdelade. D&
galler att _ _
X—pu X—p
= t(h—1
S/\/E d S (n )7

dir d = S/+\/n ar medelfelet och S = \/ﬁ S (X — X)2
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Ensidiga konfidensintervall

» Hittills har vi bara diskuterat tvasidiga konfidensintervall.

» Med precis samma metod som ovan (Svning!) kan man visa att

o {(r( — Ao D, 00) om o &r kint (D = o/\/n),
"l (x = ta(n—1)d,00) om o &r okint (d = s/\/n)

ar ensidiga, ned4t begransade konfidensintervall.

» Uppat begransade konfidensintervall konstrueras analogt, dvs.

| (—o0,x + A, D) om o &r kint,
: (=00, X + to(n—1)d) om o &r okant.
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Exempel: rattfylla?
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Exempel: rattfylla? (forts.)

» | Sverige ar gransen for rattfylleri 0.10 milligram alkohol per
liter utandningsluft, vilket motsvarar ungefar 0.2 promille i
blodet.

» Vid en poliskontroll mats alkoholhalten hos en persons
utandningsluft med matinstrument som dr behaftat med ett
N(0, 0.03)-fordelat fel*. Den uppmatta alkoholhalten &r séledes
en observation fran en N(yu, 0.03)-fordelning, dar p &r den
okanda halten.

» D& en man blir stoppad i en poliskontroll gdrs tre matningar
med medelhalten x = 0.15 milligram alkohol per liter.

*Modellen ar fiktiv!
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Exempel: rattfylla? (forts.)

» Konstruera ett nedat begransat 99.9%-igt konfidensintervall
for pu och valj ett av féljande alternativ:
(a) mannen har med sannolikheten 99.9% inte kort rattfull.
(b) mannen har med sannolikheten 99.9% kort rattfull.
(c) man kan inte med sannolikheten 99.9% siga att mannen kort
rattfull.

[ svar: (c)]

» S&, bor mannen frias eller fallas?
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Oberoende stickprov

» Foljande modell &r ofta anviandbar. L&t

> X1, X2, ..., X, vara oberoende observationer av
N(p1,01)-férdelade s.v. och
> V1, Y2, ..., Yn, vara oberoende observationer av

N(p2, 02)-fordelade s.v.

» Vi vill konstruera ett (1 — «)-gradigt konfidensintervall for
differensen
H1 — p2.
» Vi kommer att titta p3 tva fall:
(a) o1 och oy &r kénda,
(b) o1 = 0p = o &r okdnd.




Oberoende stickprov: o1 och o, ar kdnda

» Vi foljer &ter receptet.
(1) En punktskattning av g1 — o ges av X — y, ty vi vet att

_ _ 2 2
X=YVeN| - | 2+2
m n
=D
X =V (-
s T= [g“l 12) ¢ n(o,1).

(2-3) Genom att g3 tillvdga precis som tidigare enligt

XV
1—oz:IP’<—)\a/2< D(Ml M2)</\a/2):...:

=P (X~ Y = Xaj2D <pn —po <X~ Y +Xs2D) .

(4) erhalls intervallet 1, ., = (X =y £ Xy /2D).
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Oberoende stickprov: o1 = 0o = ¢ ar okant

» For att utnyttja bada stickproven vid skattning av den

gemensamma variansen o2 anvinds den poolade variansen

2 _ it (6 %)+ 32 (v — §)?

S = ng+ny,—2
_ si(m—1)+s5(n2— 1)
n+n —2 '
2

» 52 &r alltid en vantevirdesriktig skattning av o?.

» | normalfdrdelningsfallet galler dessutom att
S2(ny + np — 2)/02 € x?(n1 + np — 2), vilket medfér att

XY (- p)

€ t(n1 —+ ny — 2).
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Tvé stickprov, sammanfattning

Sats

L&t x1, x2, ..., Xn, OCh y1, Y2, ..., Yn, vara slumpmdssiga och av
varandra oberoende stickprov frdn tvé normalférdelningar N(p1,01)
resp. N(p2,02).

(i) Om o1 och oo r kinda s§ ar
Il»‘«l*llz = (>_< - -)_/ + )\OZ/QD)7
med D = /0% /n1 + 03/ ny, ett tvsidigt, (1 — a)-gradigt
konfidensintervall f6r py — po.
(i) Om o1 = 09 = o ar okdnda s§ ar

IMI*ll«z = ()_( - .)_/ + toz/2(k)d)a

med d = s+/1/n +1/ny och k = ny + ny — 2, ett tvasidigt,
(1 — «)-gradigt konfidensintervall f6r j11 — p.




Sammanfattning: A- och t- metoderna

» Vi skdnjer nu ett generellt monster for hur man bildar
konfidensintervall i normalférdelningsfallet.

» A\-metoden: L&t 0* vara N(6, D)-fordelad, dar D ar kiand och 6
okand. Da ar

lo = (0%, = Aaj2D)
ett konfidensintervall for & med konfidensgraden 1 — «.

» t-metoden: Lat 6* vara N(0, D)-fordelad, dar 6 och D ar
okinda. Lat vidare d vara en punktskattning av D sidan att
(0 —0)/d € t(k). Da ar

ly = (9* + ta/2(k)d)

obs

ett konfidensintervall for & med konfidensgraden 1 — «.




Stickprov i par

» | denna modell studeras n st. objekt.

» P& varje objekt mater man tv§ gdnger, dvs. fore och efter en
eventuell férandring hos dessa.

» Antag sledes att

> X1, X2, ..., X, ar oberoende observationer av normalfordelade
variabler
X,'EN(/L,',O’l), i=1...,n,
> V1, V2, ..., Yn ar oberoende observationer av normalférdelade
variabler

Y e N(ui + A,o2), i=1,...,n,
dar A representerar forandringen.

» Har kan standardavvikelserna o1 och o5 vara olika.
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Stickprov i par (forts.)

Z, = ¥n — Xn, vilka dr observationer av

Z,'ZY,'-X,'EN(A,\/O’%-FO’%), i=1,...,n.

~—_————
not.
=0z

» En skattning av A ges av
A* =Z e N(A, D)

dir D = o,/+/n ar okdnd men kan skattas med d = s,//n.

» t-metoden ger direkt det tvasidiga, (1 — a)-gradiga
konfidensintervallet

Ia = (E:l: ta/z(n — 1)d) .
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Exempel: ph-méatning




Exempel: ph-matning

» Man mater ph-varden i n = 149 sjoéar i Blekinge.

» Baserat pa sival historiska matningar xi, ..., x, som nya
matningar y1,...,y, fr&n sjéarna vill man undersdka huruvida
ph-vardet har okat.

nnnnnnnnnnnnnnnnn

6 8 10
Ph-value Ph-value

10

» Vilken modell passar bast fér den beskrivna situationen?
(a) Oberoende stickprov,
(b) stickprov i par.

[ svar: (b)]
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Exempel: ph-matning

» Man viljer modellen "stickprov i par”’, dvs. antar att

Xi € N(pi, 01),

i=1,...,n,
Yi € N(ui + A, 02),

och gor ett konfidensintervall for A.
» Vilken typ av konfidensintervall bor man bilda i detta fall?
(a) Tvasidigt,
(b) ned&t begrinsat,
(c) uppéat begransat.
[ svar: (b)]




Exempel: ph-matning

» Matlab-16sning:
n = 149;
alpha = 0.05;
z =y — X;
s = std(z);
delta_mean = mean(z);
low_bound = delta_mean — tinv (1l — alpha,n — 1)=*s/sqrt(n)

low_bound =
0.0166

» Vilj ett av féljande alternativ.
(a) Man kan inte med 95% sannolikhet siga att det skett en
6kning av ph-véardet.
(b) Det har med 95% sannolikhet inte skett en Skning
(c) Det har skett en 6kning med 95% sannolikhet.

[ svar: (c)]
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Exempel: forpackningar

» En forpackningstillverkare i Lund vill sinka den kraft som kravs
for att oppna plastkorken pa sina férpackningar (den s.k.
6ppningkraften) genom en forandring i
korktillverkningsprocessen. For att testa om forandringen har
effekt mater man, innan férdndringen implementerats,
Oppningskraften p& 32* forpackningar. Nar forandringen
implementerats mater man &ter Sppningskraften p& 32 nya
forpackningar.

» Vilken modell passar bast for den beskrivna situationen?

(a) Oberoende stickprov,
(b) stickprov i par.
[ svar: (a)]

*alla siffror ar pahittade!
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Exempel: forpackningar

» En forpackningstillverkare i Lund vill sdnka den kraft som kravs
for att Oppna plastkorken pé sina forpackningar (den s.k.
dppningkraften) genom en forandring i
korktillverkningsprocessen. For att testa om férdndringen har
effekt mater man, innan férandringen implementerats,
oppningskraften pa 32 forpackningar med resultatet x = 1.2
Nm. Nar férandringen implementerats mater man &ter
oppningskraften p& 32 nya forpackningar med resultatet
y = 1.0 Nm. Matinstrumentets precision skattas, med hjilp av
bada stickproven, till s = 0.4.
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Exempel: forpackningar

» Bestam ett nedat begransat, 95%-igt konfidensintervall for
skillnaden i 6ppningskraft och vilj ett av foljande alternativ.
(a) Man kan inte med 95% sannolikhet sidga att det skett en
forbattring (dvs. sdnkning av Sppningskraften).
(b) Det har skett en forbattring med 95% sannolikhet.
(c) Det har med 95% sannolikhet inte skett en férbattring.

[ svar: (b)]
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Nasta foreldsning

» Approximativa metoder,

» hypotesprovning.

33/33



	Förra gången
	Konfidensintervall för 
	Ensidiga konfidensintervall
	Två vanliga modeller: oberoende stickprov/stickprov i par

