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Forra g&ngen: inferensproblemet

» Vi antog att vi hade tillgéng till uppmatta varden xq, xo, ...
Xn.

» Denna matdata kunde ses som utfall avs.v. X1, Xo, ..., X,,
vilkas fordelning (diskret eller kontinuerlig) berodde av en ev.
flerdimensionell okdnd parameter 6.

» Mangden av mojliga parametrar, parameterrummet,
betecknades Q.

> Vi vill skatta 6 med hjilp av mitdatan.




Forra gédngen: punktskattning

» Vi inforde féljande definition.

Definition
En punktskattning av en parameter 6 dr en funktion 8* som for
varje uppsattning matdata xi, xo, ..., x, ordnar ett virde i Q.

Detta varde betecknas

0. = 0" (x1,x2, ..., Xn).

obs T




Forra gédngen: punktskattning

» Vi inforde féljande definition.

Definition
En punktskattning av en parameter 6 dr en funktion 8* som for
varje uppsattning matdata xi, xo, ..., x, ordnar ett virde i Q.

Detta varde betecknas

0. = 0" (x1,x2, ..., Xn).
D3 matdata ses som utfall av s.v. Xy, Xa, ..., X, ar 6, ett utfall
— observation — av stickprovsvariabeln 0*(X1, Xz, ..., Xy). Den

senare betecknas ofta 8* for enkelhets skull.




Forra géngen: punktskattning (forts.)

» Vi tittade dven p& olika egenskaper hos en punktskattning 6*,
sasom

vantevardesriktighet,

konsistens,

medelkvadratfel,

effektivitet.

vV vy VvVvyy

» Ovan egenskaper beskriver hur férdelningen for
punktskattningen koncentreras kring det sanna
parametervardet 6.

» En vintevardesriktig skattning med liten varians dr battre!




Medelfel

» Vi anvander i regel variansen V(6*) eller standardavvikelsen
D(6*) for en skattning 0* som ett matt p4 dess precision.




Medelfel

» Vi anvander i regel variansen V(6*) eller standardavvikelsen
D(6*) for en skattning 0* som ett matt p4 dess precision.

» Ibland kan vi inte bestdmma standardavvikelsen D(0*) d&
denna beror just pd den parameter # som vi vill bestamma.




Medelfel

» Vi anvander i regel variansen V(6*) eller standardavvikelsen
D(6*) for en skattning 0* som ett matt p4 dess precision.

» Ibland kan vi inte bestdmma standardavvikelsen D(0*) d&
denna beror just pd den parameter # som vi vill bestamma.

» En I6sning ar da att helt enkelt plugga in skattningen av 0 i

uttrycket for variansen, vilket ger oss ett ungefarligt varde p&
variansen.

Definition
En skattning av D(6*) kallas medelfelet for 6 och betecknas d(6*).
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Forra gadngen: maximum-likelihood-metoden

» |dé: valj det parametervarde som ger hogst sannolikhet for den
givna matdatan!
Definition
Funktionen

L(0) = PXq,... X (X1, ..., xn; 0) (diskreta fallet),
B ... x,(x1,...,xn 0) (kontinuerliga fallet),

kallas likelihood-funktionen (L-funktionen).

Definition
Det varde 07, for vilket L(€) antar sitt storsta varde inom y kallas

maximum-likelihood-skattningen (ML-skattningen) av 6.




Tillampning av ML-metoden p& normalfordelningen

» L3t x1, X2, ..., X, vara oberoende observationer frin en
N(u, o)-fordelning, dar p ar okdnd och o kind.

» Varje x; skulle t.ex. kunna vara en matning av en konstant p
med ett N(0, o)-fordelat matfel €;, dvs.

Xi=p+ei.




Tillampning av ML-metoden p& normalfordelningen

» L3t x1, X2, ..., X, vara oberoende observationer frin en
N(u, o)-fordelning, dar p ar okdnd och o kind.

» Varje x; skulle t.ex. kunna vara en matning av en konstant p
med ett N(0, o)-fordelat matfel €;, dvs.

Xi=p+ei.

» L-funktionen ges av

n

1 —(xi— o
L(1) = fxgoxa 61,5 X)) = [ | e~ (i=n)?/(20%)

1oV 27
n/2
_( 1 2) o T (—n)2/(202)
2o




Tillampning av ML-metoden p& normalférdelningen (forts.)

» | detta fall 4r det enklare att maximera log-likelihoodfunktionen

n

1
~ 552 (x; — ;1) + konst. som ej beror av
o

i=1

InL(y) =




Tillampning av ML-metoden pa normalfordelningen (forts.)

» | detta fall 4r det enklare att maximera log-likelihoodfunktionen

n

1

InL(u) = —=— Y (x;i — p)? + konst. som ej beror av u

genom att |6sa

| n
dnL 22:()(’ 012<§ x,-—n,u)
i=1




Tillampning av ML-metoden pa normalfordelningen (forts.)

» | detta fall 4r det enklare att maximera log-likelihoodfunktionen

n

InL() = — ==

(x; — p)? 4 konst. som ej beror av u

genom att |6sa

dlL 2 Z(x, % <Z Xj — n,u)
i=1

Man kontrollerar att detta dr ett maximum, vilket ger
ML-skattningen

x =
Mobs_x




Tillampning av ML-metoden p& normalférdelningen (forts.)

2

» Om &dven o° &r okint ges log-likelihood-funktionen av

In L(p,0?) = —3 |n ~ 5,2 Z — 11)? + konst.




Tillampning av ML-metoden pa normalfordelningen (forts.)

2

» Om &dven o° &r okint ges log-likelihood-funktionen av

In L(p,0?) = —3 |n ~ 5,2 Z 2 1 konst.

och att maximera In L(u, 02) &r ett tvadimensionellt
optimeringsproblem som visar sig ha |6sningen

lu’:bs:)_(?
2\ * 1 - =\2
(0% = 5 D — %)%

i=1




Tillampning av ML-metoden pa normalfordelningen (forts.)

2

» Om &dven o° &r okint ges log-likelihood-funktionen av

In L(p,0?) = —3 |n ~ 5.2 Z ? + konst.

och att maximera In L(u, 02) &r ett tvadimensionellt
optimeringsproblem som visar sig ha |6sningen

lu’:bs:)_(?
2\ * 1 - =\2
(0% = 5 D — %)%

i=1

» Skattningen av variansen (som ej dr vantevardesriktig) brukar
vanligtvis korrigeras enligt
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Minsta-kvadrat-metoden (Kap. 11.6)
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Minsta-kvadrat-metoden

» Minsta-kvadrat-metoden (MK-metoden) &r ett alternativt satt
att ta fram punktskattningar.

» L3t xq, xo, ..., X, vara utfall av oberoende s.v. X1, Xo, ...,
X, vars vantevarden dr kdnda sdndr som pa en okind
parameter 6, dvs.

E(X,) = u,-(@) for i = 1, s, N

» MK-metoden matchar 6 efter mitdatan genom att minimera
n
Q) = i — (6)
i=1

med avseende p3 6.




Exempel: the German tank problem—igen

» Statistisk modell: varje upphittat serienummer x;, i = 1,...,n,
ses som ett utfall av en s.v. X; med likformig fordelning dver
mangden

{1,...,6},

dar 0 ar det okdnda antalet pansarvagnar. De olika Xj:na kan
anses vara oberoende.

» Berdkna MK-skattningen av 6 samt bestdm medelfelet!




Exempel: the German tank problem—igen

» Statistisk modell: varje upphittat serienummer x;, i = 1,...,n,
ses som ett utfall av en s.v. X; med likformig fordelning dver
mangden

{1,...,6},

dar 0 ar det okdnda antalet pansarvagnar. De olika Xj:na kan
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» Berdkna MK-skattningen av 6 samt bestdm medelfelet!

4x(x — 1
svar: 05, =2x—1, d(0%) = X();n) ]
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Exempel: the German tank problem—igen

» Statistisk modell: varje upphittat serienummer x;, i = 1,...,n,
ses som ett utfall av en s.v. X; med likformig fordelning dver
mangden

{1,...,6},
dar 0 ar det okdnda antalet pansarvagnar. De olika Xj:na kan
anses vara oberoende.

» Berdkna MK-skattningen av 6 samt bestdm medelfelet!

4x(x — 1
svar: 05, =2x—1, d(0%) = X();n) ]

» Jamfér med ML-skattningen, vilken ges av
0% . = max{xy,...,xp} (se forra gngen).

o
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Intervallskattning (Kap. 12.2)
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Konfidensintervall

» Dagens definition:
Definition
L&t x1, x2, ..., X, vara utfall av s.v. X1, Xo, ..., X, vars fordelning
beror av en okdnd parameter 6 och 18t 0 < o < 1. Ett intervall

log = (a1(x1, .-, Xn), a2(x1, ..., %n))

kallas ett konfidensintervall fér & med konfidensgraden 1 — oz om
det tacker # med sannolikheten 1 — «, dvs.

P(al(Xl,.. . ,Xn) << 32(X1,.. . 7Xn)) =1-—aqa.

» Om bade a; och a, ar dndliga kallas intervallet tvisidigt.

» Om antingen a; = —oo eller a, = oo kallas det ensidigt.
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Konfidensintervall (forts.)

» Vanligtvis véljer man o € {0.05,0.01,0.0001}.
» Ju mindre « ar, desto bredare blir konfidensintervallet.

» Frekvenstolkning: om man gang pa gang skulle upprepa
datainsamlingen och varje géng konstruera ett, sag, 95%-igt
intervall, s& kommer ca. 95% av dessa intervall att ticka 6.

» Annorlunda uttryckt: vi anvinder en metod med vilken vi drar
ratt slutsats med sannolikhet 1 — «.




Allman metod for konfidensintervall

» Vi kommer att g3 till vaga enligt foljande for att konstruera
konfidensintervall:
(1) Hitta en s.k. pivotvariabel T(Xi, ..., Xy; 0) vars fordelning inte
beror p& 6.




Allman metod for konfidensintervall

» Vi kommer att g3 till vaga enligt foljande for att konstruera
konfidensintervall:
(1) Hitta en s.k. pivotvariabel T(Xi, ..., Xy; 0) vars fordelning inte
beror p& 6.
(2) Hitta kvantiler x, /> och x;_ > till T s& att

1—a=P(xi_qp < T(X1,..., X0 0) < Xq/2).




Allman metod for konfidensintervall

» Vi kommer att g3 till vaga enligt foljande for att konstruera
konfidensintervall:

(1) Hitta en s.k. pivotvariabel T(Xi, ..., Xy; 0) vars fordelning inte
beror p& 6.
(2) Hitta kvantiler x, /> och x;_ > till T s& att

1—a=P(xi_qp < T(X1,..., X0 0) < Xq/2).

(3) Lbs ut 0 enligt

1 —oz:]P)(xl_a/z < T(X1,...,Xn0) <xa/2)
:P(al(Xl,...,Xn) <0< a2(X1,...,X,,)).
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Allman metod for konfidensintervall

» Vi kommer att g3 till vaga enligt foljande for att konstruera
konfidensintervall:

(1) Hitta en s.k. pivotvariabel T(Xi, ..., Xy; 0) vars fordelning inte
beror p& 6.
(2) Hitta kvantiler x, /> och x;_ > till T s& att

1—a=P(xi_qp < T(X1,..., X0 0) < Xq/2).

(3) Lbs ut 0 enligt

1 —O[:]P)(Xl_a/z < T(X17...,Xn;0) <Xa/2)
:P(al(Xl,...,X,,) <0< az(Xl,...,X,,)).

(4) Intervallet ges s& av lg = (a1(x1, ..., Xn), a2(x1, ..., Xn))-

av 0.
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Tillampning p& normalférdelningen (Kap. 12.3)
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Fall 1: p ar okédnt och o ar kant

» L3t xq, Xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-fordelning, dar p &r okdnd och o kand. Vi vill gora ett
konfidensintervall for . med konfidensgraden 1 — «.




Fall 1: p ar okédnt och o ar kant

» L3t xq, Xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-fordelning, dar p &r okdnd och o kand. Vi vill gora ett
konfidensintervall for . med konfidensgraden 1 — «.

» Vi foljer receptet:
(1) Som vi sett ges ML-skattningen av p av (med D = o/+/n)

_ X —
p'=XeN D) T(Xy, ..., Xnip) = Du

€ N(0, 1).




Fall 1: p ar okédnt och o ar kant

» L3t xq, Xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-fordelning, dar p &r okdnd och o kand. Vi vill gora ett
konfidensintervall for . med konfidensgraden 1 — «.

» Vi foljer receptet:
(1) Som vi sett ges ML-skattningen av p av (med D = o/+/n)

_ X —
p'=XeN D) T(Xy, ..., Xnip) = Du

€ N(0, 1).

(2) T:s kvantiler &r £, /5.




Fall 1: p ar okédnt och o ar kant

» L3t xq, Xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-fordelning, dar p &r okdnd och o kand. Vi vill gora ett
konfidensintervall for . med konfidensgraden 1 — «.

» Vi foljer receptet:
(1) Som vi sett ges ML-skattningen av p av (med D = o/+/n)

_ X —
p'=XeN D) T(Xy, ..., Xnip) = Du

€ N(0, 1).

(2) T:s kvantiler &r £, /5.
(3) Lbs ut p enligt

X —
l—a= P(—AQ/Q <T< Aa/2) =P <_/\a/2 < D K < )\a/2>

=P(X—Xap2D <pp< X+ Xy2D).
———— ———
=a1(X1,...,Xn) =az(X1,...,Xn)
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Fall 1: p ar okdnt och o ar kant

(4) Intervallet ges s& slutligen av

IM = (al(xl, e ,Xn), 32(X1, . 7X,-,)) = ()_( + )‘a/2D)

- (ii/\a/255> .
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Fall 2: bade i och o ar okdnda

» L3t nu xq, xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-fordelning, dar bsde p och o &r okdnda. Vi vill igen
gora ett konfidensintervall for ;1 med konfidensgraden 1 — «.




Fall 2: bade i och o ar okdnda

» L3t nu xq, xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-fordelning, dar bsde p och o &r okdnda. Vi vill igen
gora ett konfidensintervall for ;1 med konfidensgraden 1 — «.

> Vi foljer &ter receptet:

(1) Som vi s3g tidigare ges ML-skattningen av p aven i detta fall

av (med D = o /+/n)
i = X € N(u, D),

men att anvinda samma pivotvariabel T som i forra fallet
fungerar ej, d& resulterande intervall 1, = (X & A, 20/+/n)
innehéller den okdnda parametern o.




Fall 2: bade i och o ar okdnda

» L3t nu xq, xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-fordelning, dar bsde p och o &r okdnda. Vi vill igen
gora ett konfidensintervall for ;1 med konfidensgraden 1 — «.

> Vi foljer &ter receptet:

(1) Som vi s3g tidigare ges ML-skattningen av p aven i detta fall

av (med D = o /+/n)
i = X € N(u, D),

men att anvinda samma pivotvariabel T som i forra fallet
fungerar ej, d& resulterande intervall 1, = (X & A, 20/+/n)
innehéller den okdnda parametern o.

Losning: anvand istéllet

Ee t(n—1),

T(X1y.oos Xniphy0) =

dir d = S+/n ar medelfelet och t betyder t-fordelning!



Fall 2: bade p och o &r okanda (forts.)

(2) T:s kvantiler ges nu av t-férdelningens kvantiler, dvs.
*t,/2(n —1). Dessa finns i tabell.
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Fall 2: bade p och o &r okanda (forts.)

(2) T:s kvantiler ges nu av t-férdelningens kvantiler, dvs.
*t,/2(n —1). Dessa finns i tabell.
(3) Genom samma operationer som tidigare l6ser vi ut u enligt

].—O[:IP(—ta/z(n—l) <T< ta/g(n—l))
=P (X —tapa(n—1)d <p<X+ty(n—1)d).
—_— —_—

:31(X17~~-7Xn) :az(X17~~-7Xn)
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Fall 2: bade p och o &r okanda (forts.)

(2) T:s kvantiler ges nu av t-férdelningens kvantiler, dvs.

*t,/2(n —1). Dessa finns i tabell.
(3) Genom samma operationer som tidigare l6ser vi ut u enligt

].—O[:]P)(—ta/z(n—l) <T< ta/2(n—1))
:P()_(_ a/Z(n_1)d<u<)_<+ta/2(n_1)d)'
— —

:31(X17~~»7Xn) :32(X17~~-7Xn)

(4) Slutligen ges intervallet av

I,u = (al(X17 s 7Xn)a 32(X13 v aXn)) = ()_< + toz/2(n - 1)d)

- <x =ty o(n — 1)\%) .




Sammanfattning

» Vi sammanfattar de resultat vi funnit i normalférdelningsfallet.
Sats

L3t x1, xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-férdelning, dar p ar okiant. D3 ar

- (X £ Aa/2D) om o ar kint (D = o /+/n).
"\ (R £ taja(n—1)d) om o ar okint (d =s/\/n).

ett tvasidigt konfidensintervall fér . med konfidensgraden 1 — «.
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Sammanfattning

» Vi sammanfattar de resultat vi funnit i normalférdelningsfallet.
Sats

L3t x1, xo, ..., X, vara oberoende observationer frdn en
N(u, o)-férdelning, dar p ar okiant. D3 ar

- (X £ Aa/2D) om o ar kint (D = o /+/n).
"\ (R £ taja(n—1)d) om o ar okint (d =s/\/n).

ett tvasidigt konfidensintervall fér . med konfidensgraden 1 — «.

» D& \y/2 < tajo(n—1), kommer osdkerheten i skattningen av
o att leda till ett bredare intervall i det senare fallet.
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W. S. Gosset, alias "Student”

Figur: William Sealy Gosset (1876-1937) uppfann t-fordelningen i sitt
arbete som kemist pa bryggerifirman Guinness i Dublin.
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t-fordelningen

Definition
Om den s.v. X har tathetsfunktionen

(/) () 2\
fX(X)_\/W<1+u> , X€eR,

dar v > 0, sdgs X vara t-férdelad med v frihetsgrader
(kodbeteckning: X € t(v)).

» Vi kommer i det som foljer endast att behdva t-férdelningens
vanligaste kvantiler, vilka finns tillgangliga i tabell for olika v.




t-fordelningen (forts.)

(a) Tathetsfunktioner (b) Férdelningsfunktioner

1.0

0.8
% 0.6
Vi
S
& 0.4

0.2

0.0

Figur: Tathets- och fordelningsfunktioner for t(v)-fordelningar med olika
antal frihetsgrader v. Nar v — oo ndrmar sig t(v) normalférdelningen.
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Nista foreldsning

» Konfidensintervall fér o2,
» approximativa konfidensintervall,

> ..
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