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PLAN FOR DAGENS FORELASNING

v

Egenskaper hos normalférdelningen (rep.)

v

Linjarkombinationer av oberoende normalférdelade s.v. (rep.) (Kap.
6.5)

Centrala gransvardessatsen och normalfordelningsapproximationer.
(Kap. 6.7)

Binomialférdelning och Possionférdelningen. (rep.)

v

v

» Normalapproximation fér Bin(n, p) och Po(u). (Kap. 7.2, 7.4 )
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NORMALFORDELNING (REP.)

v

Def: En kontinuerlig s.v. X sdgs vara normalférdelad med parametrar
# och o, (0 > 0) om tathetsfunktionen ges av

1 (x—1)?
e 22 |, —00< x < 00,

fx (x) =

oV 27T

» Beteckning: X € N(u,0).

Om p = 0 och ¢ = 1 sdgs X vara standardiserad normalférdelad.

v

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 8



EGENSKAPER HOS NORMALFORDELNING (REP.)
» Sats: X € N(u,0) om och endast om Z = % € N(0,1).
> N(u,0) ar lage-skall familj (location-scale family)!
» Tolkning av u och o enligt sats far vi

E(X)=E(¢cZ+p)=cE(Z)+pu=un,

V(X) = V(eZ +p) = 0?E(Z) = 02,

dvs &r parametrarna p och o vintevirde respektive standardavvikelse for
N(u, o)-fordelad s.v.

> Vidare giller att
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LINJAR TRANSFORMATION AV NORMALFORDELNING.

» En viktig egenskap hos normalférdelningen &r att den bevaras under
linjara transformationer.

> Sats: Om X € N(u,0), sa galler att
Y =aX+be N(au+ b, |a|o).
» Sats: Om Xi, X5,..., X, ar oberoende och respektive

N(u1,01), N(p2,02), ..., N(pn,0n) och konstanterna as, as, ..., an, b dr
givna, sa géller att

n n [n
Za,-X,-+b€N<Za,-],t,-+b, 28’20',2>
i=1 i=1 i=1

> Speciellt, om X1, X2, ..., X, ar oberoende N(, o) och
ag=ay=---=ap=1/nsamt b =0, s giller att

= L% € NGuo/ Vi)

:\l—'
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CENTRALA GRANSVATDESSATSEN (CGS).
» Satsen ar den viktigaste resultaten inom sannolikhetsteorin:

En summa av oberoende lika férdelade s.v. med godtycklig férdelning ar
ungefdr normalférdelad, bara antalet komponenter i summan ar tillrakligt
stort.

» Sats (CGS): L&t Xy,..., Xy, ... vara en oindlig foljd av oberoende,
likaférdelade s.v. med véantevarde u och och standardavvikelse
0 <0 < o0, Sétt
Yn:X1+"‘+Xn-

Da galler for givna a < b att

P<a<W§b> — ®(b) — ®(a) dan— .

> CGS uttalar sig alltsd om férdelningen av Yy, da antalet n vixer mot
oandligheten: Yy ar ungefar N(nu,\/no)-fordelad. Beteckning:

Yn € AsN(nu, v/no).
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CENTRALA GRANSVATDESSATSEN (FORTS.)

» Observera att E(Y,) = nu och D(Y},) = \/no. For varje givet n ar

Yn — nu
Vno

en standardiserad s.v. Den har vantevarde lika med noll och
standardavvikelse lika med 1 som en standardiserad normalférdelad s.v.

» Enligt CGS: nér n gar mot oandligheten kommer hela fordelningen for
den angivna standardiserade s.v. att gd mot en standardiserad
normalférdelning, dvs

Yn — nu
Vno

€ AsN(0,1).
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CENTRALA GRANSVATDESSATSEN (FORTS.)

» Foljdats: For en oandlig foljd av oberoende likaférdelade s.v.
X1, ..., Xn, ... med E(X;) = pu och D(X;) =0 (0 < 0 < ) giller att

- 18 o
Xpn=— X; € AsN ,—= da — 00,
r= L s (y ﬁ) & no oo

dvs aritmetisk medelvirdet X, dr approximativt normalférdelat for
tillrdckligt stort n.

» Normalférdelningsapproximation. Enligt CGS: Y7 ; X; € AsN(np, v/no)
och X, €€ AsN (j,0/+/n) . Detta ger approximationerna

P <a< éx,- < b) mp(bn’;ﬂ) _q,(aﬁr;pt),
Ple<Xnsd)~® (;’/}%) - (;/_f)
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CENTRALA GRANSVATDESSATSEN (FORTS.)

n=1 n=10 n=100 n=1000
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)’(,,7;:1 for n=1, n =10,

FIGUR : Fordelningen (sannolikhetsfunktion) for o/n

n = 100 och n = 1000, dar

Xo= X1+ +Xa)/n

och Xi,..., Xy, ... dr oberoende Po(1)-variabler (sd att y = o = 1). D3
n — oo liknar sannolikhetsfunktionen alltmer den standardiserade
normalfédelningstathet.
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BINOMIALFORDELNING (REP. FLS. 3)

» Binomialférdelning omnannades i Kap. 3. 4 (se forlasn. 3. Som tidigare
namnts, Def: om en s.v. X har sannolikhetsfunktionen

px (k) = (Z)pk(l—p)nk, k=0,1,...,n

dar 0 < p < 1, sdgs X vara binomialférdelad. Beteckning:
X € Bin(n, p).

» Forekomst:

> Betrakta ett forsck som utfors pd férhand bestamt antal ganger n.
Forsoken antas vara oberoende, och varje férsdk kan lyckas (med slh p)
eller misslyckas. Lat s.v. X vara antalet lyckade forsok av dessa n. Man ar
intresserad att finna P(X = k), dvs sannolikheten fér att antalet lyckade
forsdk ar k. Da ar X € Bin(n, p) och sannolikheterna P(X = k) ges av

px (k).
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BINOMIALFORDELNING (FORTS.)

> Binomialférdelning upptrader ocksd som férdelning fér summan av
oberoende lika férdelade s.v. !

> Antag att for n st. oberoende forsok dr sannolikheten att lyckas i varje
forsok lika med p. Associera med vart och ett av de n férsdken en s.v. [,
i=1,...,nsadan att

| — 1 om forsok nr. i lyckas
710 annars

> Fran tidigare vet vi att /; dr oberoende, Bernoulli-férdelade s.v. med
samma p, dvs /; € Be(p) (se def. 3.3, s. 51).

» Lat X vara antalet lyckade forsok bland de n utférda,
X=h+b+---+1,.

Da har vi att X =Y_7' ; [; € Bin(n, p). (Observera att /; € Bin(1,
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BINOMIALFORDELNINGS EGENSKAPER (FORTS.)

» Vi anvinder summa framstéllnigen ovan for att bestimma vantevirde
och varians fér X € Bin(n, p).

X) =E (i /,') = i E(/,') = np,
i=1 i

V(X)=V (_Xn:l/:) = |ober. J;| = _Zn:lV(/i) = np(1—p),
\/V = \/np 1—p).

» Sats: Additionssatsen fér binomialférdelningar. Lt Xy € Bin(ny, p) och
X € Bin(ny, p) vara oberoende s.v. (Obs! Samma p for X; och X»). D&
galler att

Y =Xy + X € Bin(ny + na, p).
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NORMALAPPROXIMATION FOR X € Bin(n, p).

» Av X representation som summa, X =Y.' ; /;, foljer att centrala
griansvatdessatsen (CGS) kan tillampas!

» For stora n ar X ungefar normalférdelad med det viantevatde och varians
som ges ovan, dvs, X € AsN(np, \/np(1 — p)). Detta vidare ger

P (a < X < b) = |standardisera|

a—np X —np b—np
P(x/np(l—p) S mi-p) \/np(l—p)>

~d _b=rm Y L
np(1—p) np(1—p)
» Hur stort n? Approximation ger bra noggranhet om np(1 — p) > 10.

Detta anviands som tumregel.

» Exempel pd tavlan.
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POISSON-FORDELNING (REP. FRAN FLS 3.)

» Def: Om en s.v. X har sannolikhetsfunktionen

dar i > 0 sigs X vara Poissonfordelad. Beteckning: X € Po(u).

» Forekomst:

> Anvinds for att modellera sillsynta hindelser. Antag att X € Bin(n, p)
dér ant. oberoende forsok n ar stort och sannolikheten p att lyckas i varje
forsok ar liten. Betrakta y = np som ar "lagom”. D3 ges antalet lyckade
forsok approximativt av en s.v. som dr Poissonférdelad med u = np. Detta

kallas ibland sm3 talens lag. Approximationen ar rimlig om p < 0.1 och
n > 10.
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EGENSKAPER HOS Po(u).

> Exakta egenskaper hos Po(p).
» Sats: Om X € Po(u) géller att
EX)=pu V(X)=p DX)=Vp

» Sats: Additionssatsen fér Poissonférdelningar. L3t X1 € Po(p1) och
X € Po(py) vara oberoende s.v. D3 giller att

Y=Xi+Xp € PO(;M1 +]/l2).

> Approximativa egenskaper hos Po(jt).

» L&t X € Po(y) och Iat u vara ett heltal. D3, elnigt additionssats giller att
X =V +---4 V) dir V; ar oberoende Po(1)-fordelade s.v. Det forljer
nu av CGS att X € AsN(u, \/p) da p ar tillrikligt stort.

> Approximation galler dven om y &r inte heltal!

> Tumregel: Approximation ar ganska bra om y > 15.

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 8



ABLE OF COMMON DISTRIBUTIONS

Table of Common Distributions

Discrete
uniform

among common distributions. Solid lines represent transformations and special
cases, dashed lines represent limits. Adapted from Leemis (1986).
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