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PLAN FOR DAGENS FORELASNING

v

Repetition av de viktiga begreppen diskret/kontinuerlig stokastisk
variabel, sannolikhetsfunktion, tathetsfunktion och
fordelningsfunktion.

v

Funktioner av en stokastisk variabel (Kap. 3.10)

> Flerdimensionella stokastiska variabeler (Kap. 4.1-4.4)
» Oberoende stokastiska variabler (Kap. 4.5)

Funktioner av flera stokastiska variabler (Kap. 4.6-4.7)

v
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DISKRETA STOKASTISKA VARIABLER, REPETITION

» Def: En stokastisk variabel, X(w) ar diskret om den endast kan
anta andligt eller upprikneligt odndligt antal virden {kq, ko, ...},
(syfrar pa heltal).

> Def: px(k) = P(X = k), k = ki, ko, ... kallas for
sannolikhetsfunktionen for en diskret s.v. X.

> Villkor:
» 0 < px(k) <1 for alla k

> Yallak PX(k) =1

> Med hjilp av px (k) har vi:
> P(a< X <b) =Y ack<pPx(k)
> P(X < a) = Yjk<a Px(k)
> P(X >a) = Yksabx(k) =1 = Lik<apx(k) =1-P(X < a)
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KONTINUERLIGA STOKASTISKA VARIABLER (REP.)

» Def: En stokastisk variabel X ar kontinuerlig om det finns
icke-negativ funktion fx(-) sddan att

P(X € A) = /Afx(x)dx,

for alla A. fx(x) kallas for tathetsfunktonen fér s.v X.

> Jamfor med diskreta fallen! Summeringen av sannolikhetsfunktionen
ersats av integration.
> Villkor:
» f(x) >0,

oo N . -
» [° fx(x)dx =1, dvs hela area under tithetsfunktionen &r 1.

» Skilj noga pd symbolen X som betecknar en s.v. och x som anvénds
som argument i funktionen fx (x)!
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V. (REP.)

» Def: Funktionen
Fx(x) = P(X <x), xe&R!

kallas for fordelningsfunktionen for den s.v. X.
» Villkor:

» 0 < Fx(x) <1, (slh)

> Fx(x) dr icke-avtagande funktion,

» Fx(x) = 0d3d x = —o0 och Fx(x) = 1 d§ x — co.
(x)

> Fx ar kontinuerlig till hoger for varje x.
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V. (FORTS.)
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FIGUR: Férdelningsfunktion Fy (k) uppritad for tre olika Poisson-fordelningar:
A =1, A = 4 respektive A = 10.
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V. (FORTS.)

FIGUR: Férdelningsfunktion fér N(y, o) uppritad fér nigra olika virden p3 p
och ¢.
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V. (FORTS.)

> | det diskreta fallet finns det ett nira samband mellan
fordelningsfunktionen och sannolikhetsfunktionen:

B ] [ Fx(0) om k=0
FX(k)—j:jXS:kPx(J)' p(k)—{ Fi(k)_px(k_n £.6.

> | det kontinuerliga fallet finns ett motsvarande samband mellan
fordelningsfunktionen och tathetsfunktionen:

Fxb) = [ ctydn ) = SFx(0),

—00

i varje punkt x dar fx(x) dr kontinuerlig (se Sats 3.1).
» Tolkning: bilden pa tavlan for bada fallen. Lit A = (—co0, x],

P(X € A) = P(X < x) = Fx(x).
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DAGENS FORELASNING. FUNKTIONER AV EN S.V.

> Antag att X &r en s.v. med férdelningsfunktion Fx(x) och
tathetsfunktion fx (x).

> Definiera en ny s.v. Y = g(X) dér g(+) &r en reel funktion. Ex:
Y=X2v=eXY=VX

> Vilken fordelning har Y? Hur hittar man Fy (y) och fy(y) med
hjalp av Fx(x) och fx(x)?

» L3t g(-) vara en kontinuerlig, stikt monoton (strikt

vixande/avtagande) funktion. D3 kan man definiera den inversa
funktionen,

g ) ={x:g(x) =y}
For detta fall blir det fordelningsfunktionen for Y lattare att
uttrycka.

» Exempel om linjar transform pa tavlan.
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ALLMANT: g(-) AR MONOTON FUNKTION AV EN S.V.

» Om g(+) ar vixande sé giller att g(x) < y om och endast om
x<g y).
» Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X)<y)=P(X<g l(y) =
Fe(g ' (v)). )
s fy(y) = 5 Fx(@t ) = ix(g ') &8 ().
» Om g(+) ar avtagande s3 giller i stillet g(x) < y om och endast
om x > g7 1(y).
> Man far darfor i stallet

Fy(y)=P(X>g *(y)) =1-Fx(g ' (y))

> fy(y) = &1 —Fx(g () = fx(g (V) (58 (¥):
> Generellt (fér g(-) vaxande och antagande) fis fy (y) genom

W) = SRy = (s 0) jyg*(y)\ |
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TVADIMENSIONELL S.V.

> |dé: Flera s.v. definieras pa samma utfallsrum.

» Def: En tvadimensionell stokastisk variabel dr en tvadimensionell
funktion (X, Y) = (X(w), Y(w)) definierad pa ett utfallsrum Q
och som tar virden i R2.

» Tolkning:

Den s.v (X, Y) associerar ett talpar till varje elementarutfall i Q) och
4r allts3 en d funktion O — R2.

» For att betrakta sannolikheter av typen P((X,Y) € A), dvs att
talparen hamnar i en tvddimensionell region A € () behdver vi

» Def: (Simultana) férdelningsfunktionen Fx y(x,y) for (X,Y)
definieras som

Fx,y(x,y)=P(X <x, Y <y).

v

| Def. ovan valde vi A som de talpar (u, v) som uppfyller
(u<x,v<y).

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 5



DISKRET TVADIMENSIONELL S.V.

» Def: En tvadimensionell s.v (X, Y) sigs vara diskret om bide X
och Y endast antar ett dndligt eller upprakneligt oandligt antal
varden. Vi forutsatter att dessa varden &r icke-negativa heltal.
(Simultan) sannolikhetsfunktion px vy (j, k) for en sddan s.v
definieras av

pxy(, k) =P(X=jY=k), j=012....k=012...

> Villkor:
» 0<pxy( k) <1
> J‘-";O Yi—o Px,y (U, k) =1, pa analogt sitt med endimensionella s.v.

» Fordelningsfunktionen kan bestimmas ur sannolikhetsfunktionen
genom summering:

Fxy(x.y) =YY pxy(. k).
J<x k<y
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DISKRET TVADIMENSIONELL S.V.

pxy (7. k)

FIGUR: Simultan sannolikhetsfunktion fér en tvadimensionell s.v (X, Y).
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KONTINUERLIG TVADIMENSIONELL S.V.

» Def: En tvadimensionell s.v (X, Y') sigs vara kontinuerlig om det
finns en funktion fx y(x,y) sa att for alla mangder A galler

P((X,Y) € A) = //A i v (x, y)dxdy.

Funktionen fx y(x, y) kallas for (simultan) tathetsfunktion for s.v
(X,Y).
> Villkor:
> fx,y(x,y) >0 foralla x,y
> [[ge fx,v (x,y)dxdy = 1 dvs ar den totala volumen
(sannolikhetsmassan) under yta (tathetsfunktion) lika med 1.
» Fordelningsfunktionen kan bestimmas ur tithetsfunktion genom
relationen

X y
FX'y(X,y) :/700/700 vay(U, V)dUdV
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KONTINUERLIG TVADIMENSIONELL S.V. (FORTS.)
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FIGUR: Simultan tathetsfunktion for en kontinuerlig tvaddimensionell s.v.
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MARGINALIZERING

> Komponenterna i s.v. (X, Y) ar var och en fér sig endimensionella s.v.
Man skiljer pd den marginella férdelningen for en komponent och den
simultana fordelning fér den tvadimensionella s.v. Motsvarande
terminologi anvands for sannolikhets- och tathetsfunktionen.

> Samband mellan simultanférdelningen fér (X, Y) och
marginalfordelningen fér dess ena komponent:

> Def: Om (X, Y) ar diskret ges den marginella sannolikhetsfunktionen for
X av

(o)

px(j) = Y px,v (i, k) (man summerar iy led)
k=0

och pd samma sitt py (k) = L2 px,v (j, k), (man summerar i x led).

> Def: Om (X, Y) ar kontinuerlig ges den marginella tathetsfunktionen for
X av

fx(x) = /o:o fx,y(x,y)dy,

och pa samma sitt fy (y) = [ fx v (x, y)dx.
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OBEROENDE S.V.

> Betrakta en tvadimenionell s.v. (X, Y) Intuitivt: man kan anse att
X och Y &r oberoende om handelserna {X € A} och {Y € B} ar
oberoende for alla mangder A och B. Detta leder oss till féljande

» Def: De s.v. X och Y kallas oberoende om
P(XeAYeB)=PXeAP(Y€B)

for alla mangder A och B.
» Sats: De s.v X och Y &r oberoende om och endast om

Fx y(x,y) = Fx(x)Fy(y) forallaxochy,
eller
px.y (. k) = px(j)py (k) forallajochk, fordiskretas.v.

fx.v(x,y) = fx(x)fy(y) forallaxochy, for kontinuerliga s.v.
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VANLIGA FLERDIMENSIONELLA FORDELNIGAR.

Simultant tathetsfunktion
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FIGUR: Bivariat normalférdelning. Simultan tathetsfunktion
fx,v(x,y) = fx(x)fy(y) ndrs.v. X € N(0,0.5) och Y € N(0,0.2) &r
oberoende.
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FORDELNING FOR MAXIMUM OCH MINIMUM

» Sats: Lat Xj och X5 vara oberoende s.v. med fordelningsfunktioner
Fx, (x) respektive Fx,(x). Definiera U = min(X7, X2) och
V = max(Xy, X2). D3 géller att

Fu(u) = 1= (1= Fx (1)) (1= Fx(u)),

Fv(v) = Fx,(v)Fx,(v).
» Sats kan vidare utvidgas for fler dn tva s.v.

Om Xi,..., Xy ar oberoende och lika férdelade med
férdelningsfunktion Fx (x) sd har Y = min;_1 __,(X1,..., Xp) och
Z = maxj—1__p(X1,..., Xy) fordelningsfunktionerna

Fy(y) =1—(1—Fx(y))" respektive Fz(z) = (Fx(2))".

> Bevis och exempel pd tavlan.
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FORDELNING FOR MAXIMUM OCH MINIMUM (FORTS.
> Exempel: Motor. En motor upphor helt att fungera nar samtliga 4

cylindrar gatt sonder. Antag att cylindrarnas livslangder X;,
i=1,...,4 (i ar) 3r oberoende och likaférdelade Exp(A) dar
A=1/7,dvs E(X;) =7. Lt en s.v. T vara tid tills motorn helt
upphor att fungera, d3 &r T = max(Xy,..., Xq).
Fordelningsfunktion for de enskilda cylindrarna ar
Fx,(x) =1— e /T (samma for alla i), vilket ger

Fr(t) = Fy(t) = (1-e*7)".

» Om vi i stéllet &r intresserade av tiden S da motor funktion blir
nedsatt pga ndgon cylinder inte fungerar sa far vi
S =min(Xy,..., Xy) och férdelningsfunktionen fér S blir

Fo(s) =1—(1— Fx,(s))* =1— (e /T4 =1— e %/7,

» Minsta av n st. oberoende lika ford. s.v. med Exp(A) ocksa ar
Exp-fordelad men Exp(nA)!
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