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PLAN FOR DAGENS FORELASNING

> Repetition av diskreta stokastiska variabler. Vantevarde och
varians av diskreta s. v.

» Kontinuerlig stokastisk variabel (Kap. 3.5-3.6)

» Exempel pd kontinuerliga fordelningarna.

» Vintevarde och varians av kontinuerliga s. v. (Kap. 5.3)
» Fordelningsfunktion (Kap. 3.7)

» Kvantiler (Kap. 3.7)

» Funktioner av stokastiska variabler. (Kap 3.10)
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DISKRETA STOKASTISKA VARIABLER, REP.

» Def: En stokastisk variabel, X(w) &r diskret om den endast
kan anta andligt eller upprakneligt odndligt antal varden
{ki, ko, ...}, (syfrar pa heltal).

» Def: px(k) = P(X = k), k = ki, ko, ... kallas for
sannolikhetsfunktionen for en diskret s.v. X.

> Villkor:

» 0 < px(k) <1foralla k

> Yk Px(k) =1

» Med hjilp av px (k) har vi:
» P(a< X < b) = Yk.a<k<bPx(k)
» P(X < a) = Lik<a Px (k)

» P(X > a) = LiksaPx(k) =1 — Yik<apx(k) =
1-P(X<a)
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DISKRETA S.V., VANTEVARDE, REP.

» Def: Vantevarde for en diskret s.v. X definieras av

ux = E(X) =Y kox(k).

alla k

» Sats (5.1, kap. 5.2): Lat X vara en s.v., g(-) ar en reellvird
funktion och It s.v. Y vara definierad av Y = g(X). D3
galler att

E(Y) =) g(k)px(k).
allak

» Tolkning: Man far vantevirdet for den nya s.v. Y = g(X)
genom att for varje tankbart virde k av den s.v. X
multiplicera g(k) med tillhérande sannolokhet, varefter
produkterna adderas.
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DISKRETA S.V., VARIANS, REP.

» Def: Antag att en diskret s.v X har vantevirde E(X) = p.
D3 definieras variansen fér X som

o? = E((X —p)?) = ;k(k— 1)2px (k).

» Variansberakning (rikneregel, mycket anvéandbar, se bevis i
Sats 5.6, kap. 5.3).

V(X) = E(X?) —p* = E(X?) — (E(X))*.

» Standardavvikelsen, D(X) = y/V/(X) (mer avnint
spridningsmatt), har samma enhet som variabel sjalv.

» Ex pa tavlan!
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KONTINUERLIGA STOKASTISKA VARIABLER

» En kontinuerlig s.v. kan anta alla virden i ett intervall av R!
eller i flera 3tskillda intervall av R!, t ex [0, 00), [1,2]. Fér en
s.v har vi hellt kontinuum av tankbara varden.

» Utfallen ligger odndligt titt s att ingen utfall kan antas med
positiv sannolikhet, dvs sannolikhetsfunktion kan inte
definieras pd samma sdtt som vi gjorde for diskreta s.v.

> Istallet: For en kontinuerlig s.v. laggs sannolikhetsmassan 1 ut
pd R enligt tithetsfunktion fx(x), x € RL.
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KONTINUERLIGA STOKASTISKA VARIABLER (FORTS.)

» Def: En stokastisk variabel X &r kontinuerlig om det finns
icke-negativ funktion fx(-) sddan att

P(X € A) :/Afx(x)dx,

for alla A. fx(x) kallas for tathetsfunktonen for s.v X.

> Jamfor med diskreta fallen! Summeringen av
sannolikhetsfunktionen ersats av integration.
> Villkor:
> fx(X) >0,
» [ fx(x)dx =1, dvs hela area under tathetsfunktionen ir 1.

» Skilj noga pa symbolen X som betecknar en s.v. och x som
anvands som argument i funktionen fx(x)!
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VANLIGA KONTINUERLIGA FORDELNINGAR

» Kontinuerlig likformig férdelning.
» Def: Om en s.v. X har tathetsfunktion

5= om a<x<b
0 f.0.

sdgs X vara likformigt fordelad mellan a och b. Beteckning:
X € U(a, b). U ar fran engelska uniform.

» Tolkning: Eftersom vi betraktar en kontinuerlig s.v. kan vi inte
definiera den som att alla virden mellan a och b ar lika
sannolika (jmf. med det diskreta fallet!) - enskilda varden har
alltid sannolikhet noll fér kontinuerliga s.v., dvs
P(X = x) = 0. Det man istéllet menar ar att sannolikheten
att s.v. X ligger i nigot givet intervall inom (a, b) bara beror
pa intervallets bredd och inte pa var intervallet ligger.
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VANLIGA KONTINUERLIGA FORDELNINGAR (FORTS.)

» Exponentialférdelning.
» Def: Om en s.v. X har tathetsfunktion

Ae ™™ om x>0,
fx(x) = { 0 £.6. '

A > 0, sags X vara exponentialférdelad. Bet: X € Exp(A).

» En viktig genskap hos Exp(A): Exponentialférdelning saknar
minne!

» Minnesl6shet hos Exp(A) pa tavlan (se anm. 3.2, kap. 3.6)!

> Forekomst: anvands for att modellera t ex tiden tills ndgon far
sitt nasta telefonsamtal, tiden tills ndgon rakar ut for sin nasta
bilolycka eller avstdndet mellan mutationer pd en DNA-strang.
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VANLIGA KONTINUERLIGA FORDELNINGAR (FORTS.)
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FIGUR: Tathetsfunktion i (s) uppritad fér tre olika
exponentialférdelningar: A = 0.5, A = 1 respektive A = 1.5. Som synes
ju mindre A &r, desto mer utbredd &r sannolikhetsmassan &ver intervallet
(0,0).
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VANLIGA KONTINUERLIGA FORDELNINGAR (FORTS.)

> Normalférdelning.
» Def: Om en s.v. X har tathetsfunktion

1 _ x=p)?
e 2?2, —oco<x<o0

fx(x) =
x(x) oV2m1
dar u och o > 0 ar givna tal, sags X vara normalférdelad.
Beteckning: X € N(u,0).
> Viktigaste av alla fordelningar! Kallat dven for

Gauss-férdelning. Bendmningen hansyftar pa den tyske
matematiker Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

> Att den &r sd viktig beror pd att om man summerar manga
stokastiska variabler (tdnk: ndgot slumpmadssighet som beror
pa manga olika faktorer) sa &r resultatet nistan alltid
normalférdelat. Mer om detta under fls. 7, ( kap. 6).
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VANLIGA KONTINUERLIGA FORDELNINGAR (FORTS.)
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FIGUR: Tithetsfunktion fi(s) uppritad for fyra olika normalférdelningar.
Man ser att effekten av att dndra u ar att tathetens lage forsjuts (med
toppen liggandes vid u), medan férdelningen blir mer koncentrerad nar o
ar liten, respektive mer utspridd nar ¢ ar stor.
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VANTEVARDE OCH VARIANS FOR KONTINUERLIGA DE S.V.
> Def: Vantevarde av en kontinuerlig s.v X definieras av

ix = E(X) = /m xfx (x)dx.

—00

v

Sats: (se Stas 5.1, kap. 5.2) Om Y = g(X) dar g(-) aren
reelvard funktion sd galler att

E(Y) = /°° g(x) fx (x)dx.

—00

v

Def: Variansen av en kontinuerlig s.v X definieras av

ox = V(X) = /jo(x )2 (x)dx.

> P& samma sitt som i det diskreta fallet géller foljande (se Sats. 5.6):

V(X) = E(X?) — (E(X))%.

> E(X) och V(X) fér X € Exp(A) pa tavlan.
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V.

» Def: Funktionen
Fx(x) = P(X <x), x€R!
kallas for fordelningsfunktionen for den s.v. X.
> Villkor:

» 0 < Fx(x) <1, (slh)
» Fx(x) &r icke-avtagande funktion av x,
» Fx(x) > 0dad x = —co0 och Fx(x) — 1d3 x — oo,

» Fx(x) &r kontinuerlig till hoger fér varje x.
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V. (FORTS.)
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FIGUR: Férdelningsfunktion Fy (k) uppritad fér tre olika
Poisson-fordelningar: A = 1, A = 4 respektive A = 10.
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V. (FORTS.)

FIGUR: Férdelningsfunktion for N(p, o) uppritad for ndgra olika varden
pad u och o.
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V. (FORTS.)

> | det diskreta fallet finns det ett ndra samband mellan
fordelningsfunktionen och sannolikhetsfunktionen:

Fx (k) :j:jZSkpx(j), p(k) = { 222)) _OFmX(kk_:1)0 £.6.

> | det kontinuerliga fallet finns ett motsvarande samband
mellan férdelningsfunktionen och tathetsfunktionen:

Fx(x) :/Xw fe(t)de, f(x) :diXFX(x),

i varje punkt x dar fx(x) dr kontinuerlig (se Sats 3.1).
» Tolkning: bilden pa tavlan for bada fallen. Lat A = (—oo,x],

P(X € A) = P(X < x) = Fx(x).
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FORDELNINGSFUNKTION FOR EN S.V. (FORTS.)

» Ofta behdver man berdkna sannolikheter pd formen
P(a < X <b), P(X < a), P(X > a), eller liknande. Fx(x)
dr mycket anvandvar fér sddana berakningar!

> En viktig sats (se Sats 3.3): Om a < b sa giller att
P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

» Bevis och exempel pa tavlan.

> Def: Losningen x = x, till ekvationen
FX (X) =1—u

kallas for a-quantil for den s.v. X.
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