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Flerdimensionella stokastiska variabler

Vi avslutade forra foreldsningen med att definiera diskreta tvadimensionella s.v. och defini-
erar nu dven kontinuerliga tvadimensionella s.v.

Definition. En tvadimensionell s.v. (X,Y) sdgs vara kontinuerlig om det existerar en
icke-negativ funktion fxy, kallad den simultana tdthetsfunktionen for (X,Y), sadan
att

P(X,Y)e A) = / Ixy(z,y)dzdy, for alla mingder A C R?.
A

Notera att [[ fxy(z,y)dzdy = 1.
RQ

Bade diskreta och kontinuerliga tvadimensionella s.v. kan beskrivas med en férdelningsfunktion.

Definition. Den simultana férdelningsfunktionen for en tvadimensionell s.v. (X,Y)
ges av
Fxy(z,y) =P(X <z)n (Y <y)).

xy)

X

Virdet pa den simultana férdelningsfunktionen i punkten (z, y) &r lika med sannolikheten
att vardet pa den s.v. (X,Y) ligger i det blaa omradet i figuren. Fran definitionerna far vi
foljande samband.

vay(x,y):ZZpX,y(j,k) och Fxy(z,y) = / </fX,y(u,v)dv>du.

Jj<z k<y




for diskreta respektive kontinuerliga tvadimensionella s.v. Bilden nedan visar den simul-
tana tathetsfunktionen for en tvadimensionall normalférdelning. Bada komponenterna i en
tvadimensionell s.v. (X,Y") &r endimensionella s.v. Komponenternas férdelningar kallas mar-
ginalfordelningar.
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Definition. For diskreta tvadimensionella s.v. (X,Y) sa ges de marginella sannolik-
hetsfunktionerna for X och'Y av

px(j) = ZpX,Y(ja k) respektive  py (k) = ZpX,Y(jv k).
k J

For kontinuerliga tvadimensionella s.v. (X,Y) sa ges de marginella tathetsfunktionerna
for X och'Y av

fx(r) = /fX,Y(x?y)dy respektive fr(y) = /fX,Y(fB,y)dﬂf-

Exempel. Figuren dverst pa ndista sida visar vdrdena for den simultana sannolikhetsfunk-
tionen for en tvadimensionell s.v. (X,Y). For denna s.v. har exempelvis den marginella
sannolikhetsfunktionen for X i punkten x = 2 wvdrdet

px(2) =) pxy(2,k) =02+02=04,
k

och den marginella sannolikhetsfunktionen for'Y i punkten y = 1 har vdrdet

py(1) = pxy(j,1) =01+02+0.1=04.
J



Oberoende stokastiska variabler

Vi har tidigare definierat tva héndelser A och B som oberoende om villkoret P(A N B) =
P(A)P(B) ar uppfyllt. Pa liknande sitt sdgs tva s.v. X och Y vara oberoende om

P(XeC)n(Y eD))=P(X € C)P(Y € D), for alla miangder C, D € R.

Som ett exempel pa oberoende s.v. ska vi undersoka fordelningen for storsta och minsta
vérdet av tva oberoende s.v. X och Y. Lat forst Z = max{X,Y }. Notera att Z < u om och
endast om bade X <w och Y <w géller. Detta ger

Fr(u) =P(Z <u)=P(X <u)N(Y <u) =P(X <u)P(Y <u) = Fx(u)Fy(u),

dér vi i nést sista steget anvénde att X och Y &r oberoende. Lat nu W = min{X,Y}. Da
géller W > v om och endast om bade X > v och Y > v giller. Detta ger

Fy(v) = 1-PW>v)=1-P(X >v)Nn (Y >0v))=1-P(X >v)P(Y >v)
= 1= (1= Fx(v)(1 = Fy(v)),

dér vi aterigen anvinde att X och Y &r oberoende i nést sista steget. Formlerna ovan kan
latt generaliseras till maximum och minimum av n s.v.

Exempel. En motor har fyra cylindrar, vars livslingder X; dr oberoende och Exp(1/7)-
fordelade. Lat T beteckna den tidpunkt da motorns kapacitet reduceras till foljd av att en av
cylindrarna gar sonder, dvs T = min(Xy, X, X3, Xy). Fran formlerna som vi nyss hérledde
foljer att

4 4

Frt)=1- [0~ Fx@) =1- [0~ Qe =1- () =1/,

i=1 =1

sa T € Exp(4/7). Generellt giller det att minimum av n oberoende Exp(\)-fordelade s.v. dr
Exp(n\)-fordelat.

Foljande sats dr anvandbar for att avgéra om tva s.v. dr oberoende.
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Sats. Utsagorna 1-3 dr ekvivalenta.
1. De s.v. X och'Y dr oberoende.
2. Fyy(z,y) = Fx(x)Fy(y), for alla o,y € R.

3. pxy(J, k) = px(J)py (k), for alla 3,k (om X och'Y dr diskreta s.v.)
fxy(x,y) = fx()fy(y), for alla x,y € R (om X ochY dr kontinuerliga s.v.)

Storsta och minsta virdet av tva oberoende s.v. X och Y kan ses som funktioner av
en tvadimensionell s.v. (X,Y). En annan sadan funktion &r Z = X +Y. Om X och Y &r
diskreta, oberoende s.v., sa blir sannolikhetsfunktionen for 7 = X +Y

pz(z) =P(X +Y =2) = Y pxy (k) =Y pxy (G2 —5) =Y px(@)py(z = ),
Jjtk=z J J

dér vi anvénde satsen ovan och oberoendet hos X och Y i sista steget. Formeln som vi
harlett, pz(2) =Y px(4)py(z — j), kallas for faltningsformeln.
J

For kontinuerliga s.v. finns en direkt motsvarighet i formeln fz(z) = [ fx(z)fy(z — z)dx

(se boken for hérledningen).

Ligesmatt och spridningsmatt

Nér vi studerade deskriptiv statistik pa forelasning 1, sa inférde vi ldgesmatt och sprid-
ningsmatt for datamingder. Aven for sannolikhetsfordelningar #r dylika matt av intresse.
Det vanligaste lagesmattet ar vantevardet och de vanligaste spridningsmatten &r variansen
och standardavvikelsen.



Definition. For en diskret s.v. X definieras vintevdrdet som

X) = ijX(j)u

och for en kontinuerlig s.v. X sa definieras det som

o

B(X) = / o fx(2)dz.
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Exempel. Vintevirdet for en Po(u)-fordelad s.v. X ges av

EX)=) j—et= , et =pe* =pe 'y —=upu
= ;(J—l)! ;(3—1)' kZ:O k!
——
—eM
Exempel. Vintevardet for en Exp(\)-fordelad s.v. X ges av
EX) = /:c)\e’\”d:c = [Partiell integration] = [x(—e *)]5° / —e Mdx
%,_/
0 -0 0
O |
= [_Xe M = h\

Viéntevirdet for en funktion g av en s.v. X ges av E(g(X)) = > g(j)px(j) om X &r dis-
J

kret och av E(g f g(x x)dxr om X ar kontinuerlig. Vi anvinder dessa definitioner

i foljande definition.
Definition. Lat p beteckna vintevirdet av en s.v. X. Varitansen av X definieras som

V(X) = E(X — 1)?*).

Om X dr diskret, sa giller V(X) =>.(j — pu)*px(j) och om X dr kontinuerlig, sa gdiller
J

V(X)= [ (z—p)?fx(x)dz. I bida fallen definieras standardavvikelsen av X som

Vid berikning av varianser och standardavvikelser har vi ofta anvéndning av foljande
sats.

Sats. For alla s.v. X, sa giller V(X) = E(X?) — (E(X))?.




Bevis. Vi bevisar satsen for diskreta s.v. X, men beviset &r analogt for kontinuerliga s.v.
Lat u beteckna E(X) i beviset. Vi utvecklar V(X))

V(X) = > (G —wlpx() =D (" = 2uj + 1*)px (j)

J J
— ;2 ] —2 ] ] 2 ) = E X2 —2 . 2.
D" px(9) = 28 gpx(9) + 17D px () = BOX*) 220t p
J \‘7 / \] :7#2:7(E(X))2

v~

—B(X)=p =1

Vi anvéander satsen for att bestdimma variansen av en Exp(\)-fordelad s.v. X.

Exempel. For X € Exp(\), sa gdller

BE(X% = /$2>\6_)‘de£ = [Partiell integration] = [x*(—e™*)]5° — /2;5(—6_)‘“:)0[:1:

=0 0

vilket ger

V(X) = B(X) - (B0 = 5 - (3) =35

och dirmed D(X) = 1/\.



