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Matematik fordjupning
Inldmningsuppgifter 3

1. Lat Z(z) vara den funktion som kallas Zenons trappa och som definieras i
Pughs bok pa sidan 161. Visa att Z(x) &r integrerbar pa [0, 1].

2. Lat Z(x) vara som i féregaende uppgift. Visa att
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3. Lat f:]0,1] — [0, 1] vara kontinuerlig och anta att / f(z)dz = 0. Visa att
0
f(z) = 0forallaz € [0,1]. Vad kan du sdga om f inte sékert dr kontinuerlig?

4.  Lat f, vara en f6ljd kontinuerliga funktioner fran ett metriskt rum M till ett
metriskt rum N. Anta att foljden f,, konvergerar likformigt mot en funktion
f. Visa att f &r kontinuerlig (borja med att skriva ner en definition av vad
likformig konvergens ska betyda i ett allmént metriskt rum).

5. Kan det hdnda att punktvis konvergens ér ekvivalent med likformig konver-
gens? For reellviarda funktioner av en reell variabel har vi sett att begreppen
inte ar ekvivalenta, men det finns ju fler metriska rum &n R....

6. Betrakta funktionen f(z) = 2 pa intervallet [0,1]. Finn en partition P
sadan att U(f, P) — L(f, P) < 1/4711. Samma uppgift med 1/4711 utbytt
mot €.

7. Visa att potensserierna Y ¢,(z — a)" och > ¢,n(x —a)"~! har samma kon-
vergensradie.

8. Enligt Pugh sa definieras i vissa diffoint-bocker integralen av en funktion f
pa intervallet [a, b] som

) - b—a
1= fim ) flen) ==
dér ¢,, dr mittpunkten i intervallet [a + (k — 1)(b — a)/n,a + k(b — a)/n].
Visa att om f ar kontinuerlig sa existerar detta gransvirde och det ar lika
med Riemannintegralen av f.
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Ge ett exempel som visar att gransviardet [ fran foregaende uppgift kan
existera for funktioner som inte 4r Riemann-integrerbara. Slutsats?

X n
Berékna konvergensradien for potensserien E —|x”.
n!

n=0

Lat h(z) = 0 for x < 0 och h(z) = e~ ¥/ for > 0. Visa att funktionen h
ar kontinuerlig pa R och har derivator av alla ordningar 6verallt.

Visa att funktionen h fran féregaende uppgift inte ar analytisk. Tips: hur
ser Taylorserien i origo ut?

Visa att funktionen g definierad genom att g(x) = 1 for alla rationella  och
g(z) = 0 for alla irrationella z inte &r Riemann-integrerbar pa intervallet
[0, 1].

Lat g vara som i foregaende uppgift. Visa att méngden av alla z € [0, 1]
sadana att g(x) = 1 &r en nollméngd (dvs en méngd som for varje € > 0
kan téickas over med upprikneligt manga intervall av sammanlagd langd
mindre &n €). Argumentera for att det skulle vara rimligt att integralen
av g over intervallet [0, 1] existerade och var lika med noll. (Det finns ett
integralbegrepp (Lebesgue-integralen) for vilket detta &r sant.)

Anta att funktionen f &r Riemann-integrerbar pa intervallet [a,b] och att
det finns ett tal m > 0 sadant att for alla x i intervallet géller att | f(x)| > m.
Visa att funktionen 1/f(z) &r integrerbar.

Anta att ) ay konvergerar och att Y |ag| divergerar. Lat L vara ett god-
tyckligt reellt tal. Visa att det finns en bijektion n : N — N sadan att
> an@k) konvergerar mot L. Dvs: en betingat konvergent serie kan fas att
konvergera mot vilket tal som helst genom att man summerar termerna i
en annan ordning.

Lat f(x) = x och lat for varje positivt heltal n funktionen f,, vara definierad
genom

2+ (n?*+ 1)z +1/n?
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fulz) =
Visa f, — f likformigt pa [0, 1].
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5 dx. Tips: anvéind resultatet fran
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foregaende uppgift
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Lat C[0,1] vara méngden av alla kontinuerliga reellvirda funktioner
definierade pa [0, 1]. Visa att

aro=([ ) - o) "

ar en metrik pa C|0, 1].

Med samma beteckningar som i foregaende uppgift: ar det sant att f, — f
likformigt pa [0, 1] om och endast om f,, — f i metriken d?



