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Matematik fordjupning
Inldmningsuppgifter 2

1. Lat p >0, a € R. Visa med hjélp av griansvirdesdefinitionen:

1 «
lim — =0, lim ——— — 0, lim |z]? = 0.
2. Antag att f: R — R ir sadan att |f(x) — f(y)| < (z — y)? for alla z,y.
Vad kan du dra for slutsatser om f pa grundval av detta?

3.  Antag att f : R — R é&r deriverbar och f'(a) < y < f'(b). Visa att det
finns z¢ € (a,b) sadant att f'(xo) = y genom att sétta g(x) = f(z) — zy
och argumentera for att ¢’ maste ha ett nollstille. Maste darfor f’ vara
kontinuerlig?

4.  Anta att f dr tva ganger deriverbar i en omgivning av x. Visa att

" - flat+h)+ fle—h)—2f(z)
fla) = n?

(For hogre betyg svara ocksa pa foljande: antag bara att f ar definierad i

en omgivning av x och att gransvirdet ovan existerar - foljer det av detta

att f"(x) existerar?)

5. Visa med hjilp av derivatans definition att Dy/z = 1/(2y/x).

6. Anta att f : R — R dr kontinuerlig och att f'(z) existerar for alla x # 0
och att lim,_,o f'(x) = 1. Vad kan du séga om f'(0)?

7. Lat f(x) = |z|>. Berdkna f'(x) och f”(x) och visa att f*(0) inte existerar.

8.  Visa att en kontinuerlig f : [a,b] — R &r likformigt kontinuerlig (dvs att
man givet € kan vélja ett d i definitionen fér kontinuitet som funkar for alla
punkter) genom att tdnka sa hér: antag att f inte &r likformigt kontinuerlig,
da finns nagot € > 0 och foljder (x,) och (y,) sadana att |z, — y,| < 1/n
och | f(x,) — f(yn)| > €, och hirled en motségelse fran detta.

9.  Visa att varje kontinuerlig f : [a,b] — [a, b] har en fixpunkt, dvs ett = sadant
att f(x) = x.
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Anta att funktionen f : R — R &r definierad genom att f(x) = 0 for alla
irrationella = och f(z) = 1/n for rationella = m/n dir m och n &r heltal
utan gemensam faktor. Visa att f &r kontinuerlig i alla irrationella punkter
och diskontinuerlig i alla rationella punkter.

Anta att funktionen f : R — R antar alla mellanliggande vérden, dvs
fla) <y < f(b) = f(x) =y for nat  mellan a och b. Maste da f vara
kontinuerlig? For hogre betyg: hur blir det om du dessutom antar att det
for varje r € Q géller att {x € R: f(z) = r} ar sluten?

Lat f : (a,b) — R vara deriverbar. Vilka av foljande pastaenden dr sanna
respektive falska? Bevis eller motexempel!

A. f'(z) > 0 for alla z € (a,b) implicierar att f &r stréngt vixande.

B. f striangt vixande implicerar att f'(z) > 0 for alla z € (a, b).

Leta reda pa formelsamlingen som delas ut i samband med det nationel-
la provet for gymnasiets kurs D (www.umu.se/edmeas/np/information/np-
tidigare-prov.html). Se till att du kan bevisa samtliga formler som star dér.
(Behover inte lamnas in skriftligt)

Anta att en deriverbar f : R — R uppfyller att f'(x) # 1 for alla . Visa
att f har hogst en fixpunkt.

Anta att en deriverbar f : R — R uppfyller att det finns ett tal M < 1
sadant att |f'(z)| < M for alla x. Visa att f har exakt en fixpunkt. For
hogre betyg: visa att fixpunkten ar grénsvérdet av talféljden (f™(a))nen
dér a ar godtyckligt och f™ dr sammanséattningen fo fo---o f av f med
sig sjilv n ganger. For annu hogre betyg: visa att varje kontraktion pa ett
fullstdndigt metriskt rum har en unik fixpunkt.

Hur manga olika bevis fér Taylors formel kan du?
Lat f : R — R vara definierad som foljer: f(x) = 0 for < 0 och f(z) =

e '/ for & > 0. Bevisa att f har derivator av alla ordningar Gverallt. Hur
ser Taylorutvecklingen i origo ut? Varfor ar detta exempel intressant?

1
Lat a > 1 och zg > +/a. Lat x, = §<xn1+ ¢
Tn—1

heltal n. Visa att foljden (x,,) & monoton och att att lim,, .., x, = \/a. For
hogre betyg: om €, ar felet man gor nir man approximerar y/a med z,,, dvs
€n = T, — \/a, sig nagot om hur snabbt detta fel gar mot noll nir n gar
mot odndligheten.

), for varje positivt

M, for varje positivt heltal n.
1+ Tp—1

Visa att lim,, . 2, = v/a, till exempel genom att visa att delféljden (za)
ar viaxande och delfoljden (zo41) dr avtagande. For hogre betyg: om 9, ar
felet man gor ndr man approximerar y/a med z,, sidg nagot om hur snabbt

detta fel gar mot noll nér n gar mot odndligheten.

Lat a > 1 och zg > v/a. Lat z,, =
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Lat a > 1 och lat for positiva z

1 a a+x

fa)=5(z+2). glx) = T
Bestdam eventuella fixpunkter till dessa funktioner. For hogre betyg:
Forklara med hjilp av f’ och ¢’ varfor konvergensen ér sa mycket snab-

bare i uppgift 18 an i uppgift 19.



