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FOURIERTRANSFORMEN 1

Detta kompendium utgor en kompletterande text till Zill-Cullen Differential
Equations with Boundary Value Problems. 1 kapitel 11 i Zill-Cullen behandlas
Fourierkoefficienter och Fourierserier for periodiska funktioner. Har nedan skall
vi se hur icke-periodiska funktioner pa ett analogt séatt kan beskrivas med Fourier-
transformer och Fourierintegraler. Vi skall ocksa diskutera hur Fourierkoefficien-
ter och Fouriertransformer beskriver frekvensinnehallet in en signal (=funktion).
Detta ar en aspekt som har viktiga tillimpningar inom signalteorin vid t.ex.
bildanalys, bildbehandling, akustik, ljudbearbetning, spektroskopi etc.

I Zill-Cullen behandlas visentligen Fourierserier pa reell form, dvs. serier vars
termer ar reella trigonometriska funktioner. Vi borjar var framstéallning med att
ge en delvis ny formulering av dessa reella Fourierserier, och infor ocksa Fourier-
serier pa komplex form, dar termerna utgors av komplexa exponentialfunktioner.
Detta &r ett mer kompakt skrivsétt, som ocksa underlattar generaliseringen till
Fourietransformer och Fourierintegraler.

I kapitel 14 i Zill-Cullen finns en kort introduktion till Fourietransformer och
Fourierintegraler, men den avviker delvis fran vedertagen standard (speciellt &r
definitioner och beteckningar i konflikt med framstéllningen i detta kompendium),
och har ocksa ett nagot annat fokus &n nedanstaende. Ett varningens ord &r ocksa
pa sin plats: I litteraturen forekommer manga olika beteckningskonventioner, som
skiljer sig at genom olika val av av symboler men ocksa olika normeringar. Defi-
nitionerna och notationen nedan &r alltsa inte den enda allmént forekommande,
men haller sig i vart fall till nagra av de vanligaste konventionerna.
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1. FUNKTIONER OCH SIGNALER

En viktig tillampning av Fourieranalysen &r inom signalteorin. Vi kommer i
vissa exempel nedan att knyta an till detta. Med en signal menar vi en funktion
f(t) med viss regularitet, definierad pa ett dndligt intervall eller hela reella axeln.
For att beskriva signaler som dr momentana pulser, utan tidslig utstréackning,
anvands ocksa s.k. Dirac-pulser, som inte &ar funktioner i vanlig mening, utan
exempel pa s.k. generaliserade funktioner (eller distributioner)(Avsnitt 5.3-5.4).

Variabeln ¢ tanker vi pa som en tidsvariabel, och f(t) utgor signalens momenta-
na amplitud (utsvéngning). Néarmast till hands dr kanske att tédnka pa elektriska
signaler, f(¢) kan da utgdra den momentana stromen eller spidnningen i en viss
métpunkt vid tiden ¢. Man kan ocksa tédnka pa akustiska signaler (ljud), da f(t)
kan representera ljudtrycket, dvs. avvikelsen fran normalt lufttryck, i en viss punkt
vid tiden ¢.

2. FOURIERSERIER

2.1. Fourierserier - Periodiska signaler och deras frekvensinnehall. Vi
har sett (Zill-Cullen Differential Equations with Boundary-Value Problems, kap.
11) hur periodiska funktioner kan skrivas som serier av sinus- och cosinusfunktio-
ner: Om f(t) &r periodisk med period 7' > 0, dvs f(t +7T) = f(t) for alla reella
tal £, och om f t.ex. &r kontinuerlig och deriverbar 6verallt géller att

(1) £(t) = @ + nf; a(n) cos %T”t + b(n) sin %T”t
dir

w0 =3 [ s
() a(n) = % /d ) cos T .

bn) % /d " ) sin %Tntdt.

Formlerna hér ser lite annorlunda ut &n i laroboken. For det férsta har vi betonat
att koefficienterna ar funktioner av n genom att skriva a(n) snarare én a,,. For det
andra har vi gjort oss av med bindningen till origo-symmetriska interval (—p, p),
och utgar istéllet fran ett godtyckligt interval (d, d+T') av langd T'. Vi lamnar som
en 6vning att visa att (1) och (2) &r ekvivalent med framstéllningen i Zill-Cullen.

Kommentar. En funktion f defininerad pa ett interval J = (d, d+T) ger naturligt
upphov till en T-periodisk funktion g pa reella axeln: Definiera g(t) = f(t) for
t € J, och utvidga sedan T-periodiskt. g dr da definierad for alla t # d + nT,
n € 7Z. Funktionerna f och g kommer da att ha samma Fourierserie (eller ocksa
saknar de bada Fourierserier). Fourieseriens vérde i punkterna ¢t = d +nT ges av
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medelvérdet av g:s hoger- och vénstergrinsvérde i dessa punkter. Uppenbart &r
ocksa att en T-periodisk funktion g pa reella axeln ger upphov till en funktion
f, med samma Fourieserie som g, pa varje interval J = (d,d 4+ T'). Nar vi talar
om Fourieserier ar det darfor ekvivalent att tala om funktioner definierade pa ett
interval J = (d,d + T') och om T-periodiska funktioner.

2.1.1. Period, frekvens och vinkelfrekvens. Om en funktion f &r periodisk med
period 7 > 0 &r den ocksa periodisk med perioden nrt fér varje positivt heltal
n. Exempelvis géller att cost = cos(t 4+ 2m) for alla ¢, men ocksa att cost =
cos(t + 4m) = cos(t + 67) = ... . Vi vill kunna skilja ut den kortaste perioden
sasom varande den fundamentala, och gor darfor foljande definition.

Definition 1. Vi sdger att f har den fundamentala perioden T, om det finns ett
minsta positiva tal 7" sadant f(t + 1) = f(t) for alla reella tal ¢. Vidare defini-
erar vi f:s grundfrekvens ® = 1/T, som talar om hur manga perioder (grund-
svingningar) som forloper per tidsenhet. Det visar sig vara beteckningsmaéssigt
fordelaktigt att arbeta med en omskalad frekens. Vi definierar grundvinkelfre-
kvensen till f som Q = 27® = 27 /T. Beteckningarna T', ® och 2 reserveras i
dessa anteckningar for dessa betydelser, och nér vi talar om en funktions period
T, frekvens @ eller vinkelfrekvens €2, syftar vi pa den fundamenatla perioden re-
spektive grund(vinkel)frekvensen, om inte annat sdgs. Om vi vill betona att dessa
storheter hor till en funktion f skriver vi T, ®; och ;.

Kommentar: Observera att den n:te trigonometriska termen a(n) cos 22%t+b(n) sin 22t

i (1) har fundamentalperiod 7,, = T'/n, grundfrekvens ®,, = n/T" och grundvin-
kelfrekvens €2, = 2n7/T dvs. den “hinner med” precis n st. hela perioder pa ett
interval J = (d,d + T'). Speciellt har den forsta termen fundamentalperiod 7'.

Om vi substituerar f:s (grund)vinkelfrekvensen € i (1) och (2) far vi

(3) f(t) = GT()) + io; a(n) cosnQt 4 b(n) sin nSt.
déar

Funktionen f kan alltsa skrivas som en konstantterm + sinus- och cosinussvang-
ningar med vinkelfrekvenser som éar heltalsmultiplar f:s grundvinkelfrekvens €.
Koefficienterna a(n) och b(n) talar om “hur mycket” vi har av vinkelfrekvensen
wp = n) i funktionen f(t). Se vidare Ovning 2.5 hér nedan for en precisering av
detta.

Detta blir speciellt suggestivt om vi tédnker pa f som en periodisk signal, eller
en ton, ddr f(¢) &r den momentana svingningsamplituden vid tiden ¢.

2.1.2. Fourierserier och dvertoner. Ljud nar vara éron genom svangningar i luft-
trycket. Det vi uppfattar som en ton svarar mot en periodisk svingning. Med
sprakbruket ovan &r en ton alltsa en periodisk signal f(¢), dar f(t) beskriver va-
riationerna i lufttrycket vid vara trumhinnor. (Vi bortser fran hur svingningarna
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fortplantar sig genom luften). Svéingningens grundfrekvens ® = Q /27 &r den fre-
kvens vi uppfattar som tonhojden. Ett ett-struket a exempelvis &r en svingning
med ® = 440 Hz, vilket alltsa &r ekvivalent med att svingningen f(¢) &r periodisk
med T = 1/440 sekund.

Ekvation (3) séger i detta sammanhang att tonen kan delas upp i en grund-
ton, som &r en trigonometrisk svingning med frekvens ® och 6vertoner med
trigonometriska svingningar med frekvenser 2¢ (den forsta 6vertonen), 3® (den
andra overtonen) osv. Grundtonen och évertonernas relativa styrka (storleksfor-
hallendena pa koefficienterna) ger tonen dess klangfarg. Olika musikinstrument
karakteriseras bl.a av olika sa kallade 6vertonsspektra.

Eftersom en fordubbling av frekvensen svarar mot att hdja tonen en oktav,
utgors den forsta 6vertonen av den ton som ligger en oktav éver grundtonen. Den
andra 6vertonen har frekvensforhallandet 3/2 till den forsta 6vertonen, det svarar
mot att den andra Gvertonen ligger en kvint 6ver den forsta Gvertonen.

Detta dr en forenklad framstéllning. En ton varierar ju éver tiden: den slas an
och klingar ut, och klangfirgen (=overtonsspektrat) dndrar sig under detta for-
lopp. Detta innebér bl.a. att signalen (tonen) i egentlig mening inte ar periodisk,
da ju periodisk per definition betyder ett forlopp som pagar och har pagatt i all
evighet. Likvél adr ovanstaende en nagorlunda korrekt bild om vi begriansar oss
till att tédnka pa korta fragment av en ton.

2.2. Ovningar.

Owning 2.1. Overtyga dig om (1) och (2) &r ekvivalent med formlerna i Zill-
Cullen om (i) f &r en T-periodisk funktion med 7" = 2p eller om (ii) f &r den
T = 2p-periodiska utvidningen av en funktion definierad pa intervallet (d,d+T).

Owning 2.2. Bestam Fourierkoefficienterna och Fourierserien till den 2-periodiska
utvidgningen av funktionen

flr)=142z 2<z<4.

Owning 2.3. En signal f(t) ér periodisk med perioden T = 3. Man vet att dess
Fourierkoefficienter ges av a(n) = 0 for alla n > 0 och

b(n) = {7 n=12

0, for ovrigt.

Ange f(t).
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Ovning 2.4. Den periodiska signalen f(t) har fundamentalperiod 7' = 0.02 [sek.],
och ges under intervallet —0.005 < ¢ < 0.015 [sek.] av

(1) = -1, —0.005 <t < 0.005;
1, 0.005 <t < 0.015

(a) Ange frekvensen ® och vinkelfrekvens €.

(b) Ett idealt bandpassfilter ar ett filter som bara slapper igenom frekvenser
i ett begransat interval. Signalen f(t) far passera ett bandpassfilter som
slapper igenom frekvenser @ i intervallet 100 < & < 400 [Hz| . Beskriv
den filtrerade signalen.

Ovning 2.5. Visa att Fouriesserien (3) kan skrivas pa s.k. fasvinkelform
O [e.9]
% + nz:l A(n) sin(nQt + ¢,,),

dér A(n) = \/a(n)? + b(n)? och dar ¢,, ges av

(4) SN ¢, = Z((Z))
(5) oS ¢y, = %

Hér syns tydligt att delsvdngningen med vinkelfrekvens w,, = n{) ar en sinus-
svangning med amplitud A(n) = /a(n)? + b(n)2. Funktionen A(n) kallas funk-
tionens (signalens) frekvensspektrum (ocksa kallat amplitudspektrum i viss litte-
ratur). Detta &r alltsa en mer precis, kvantitativ version av pastandet att Fouri-
erkoefficienterna visar "hur mycket” som finns av frekvensen n i signalen f(¢).

Owning 2.6. En signal h(t) ges av

=1 Von +1
Z—cosnt+—
n

5 sin nt.
n

h(t) =
n=1
(a) Ange dess periodicitet, frekvens och vinkelfrekvens.
(b) Bestdm dess frekvensspektrum och plotta detta.

Owning 2.7. Bestam Fourierkoefficienter och Fourierserie till den periodiska funk-
tion ¢(¢) som har grundvinkelfrekvens §2 = 7/2 och som ges av

() = 0, —-2<t<0
T= 4 0<t<?2

Skriv ocksa ¢:s Fourierserie pa fasvinkel-form, och plotta frekvensspektrumet.
Indikera vilka vinkelfrekvenser de olika amplituderna A(n) svarar mot.
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Ouvning 2.8. Gor foljande experiment: Tag ett strangintrument, t.ex. en gitarr,
och lyssna pa den ton som uppstar da du kndpper pa en 16s string. Tonen har
en grundfrekvens som du uppfattar som tonens tonhdjd. Overtonerna finns dir
och formar tonens klang. Placera nu ett finger 16st pa strangens mittpunkt; pa sa
sitt dimpar du grundsviangningen, och om du nu slar an strdngen kommer du att
hora den forsta 6vertonen, som framtréader som ny tonhojd, i den ursprungliga
grundfrekvensen franvaro.Upprepa experimentet med ddmpning vid en tredjedel
av strangens langd. (Du kan forstéatta hogre upp i 6vertonsserien genom att dimpa
vid punkter som ligger pa avstand 1/n av strangens lingd fran stringens ena
andpunkt, men det blir svarare och svarare att fa ett horbart resultat ju hogre
upp i 6vertonserien man kommer.)
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2.3. Fourieserien pa komplex form. En mer kompakt framstéllning av en
periodisk funktions Fourierserie far vi genom att skriva den pa komplex form. Vi
utnyttjar da att

eia + e—ia

COS ¥ = #

(6) ) eia o efioz
SIin o = -
21

vilket foljer direkt ur e’ = cos a + i sin o, definitionen av exponentialfunktionen
med imagindrt argument.
Genom att utnyttja (6) skriver vi om de trigonometriska termerna i (3):

a(n) cosnQt + b(n) sinndt

eith + e—inﬂt eith o e—ith
:Mm(——jf——>+mm(———7——)

- (H 0 g (o) ;ib@j)
Om vi nu sétter
= D)y
(7) (-m) = WO g
dm;%?

kan vi skriva om (3) till

f(t) = @ + ; a(n) cosnQt + b(n) sin ndt
= ¢(0) + Z c(n)e™ 4 ¢(—n)e
n=1

_ Z C(n)einﬂt.

Vi noterar vidare att for n =1,2,... ar
—1 12
c(n) = a(n) — ib(n) =57 / (cosnfdt — isinnfdt) f(t) dt
J

2 2
_ 1L / f(t)e ™ dqt
T/, ’
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och
- l in2t _ l —i(—n)Q
T/Jf(t)e dt T/Jf(t)e dt.

Eftersom ocksa ¢(0) = a(0)/2 = 3% [, f(t)dt = 7 [, f(t)e ™" dt géller att

/ (cosnQt + isinnft) f(t) dt
J

1 .
C(m)zf/]f(t)elmgtdtu m:---7_27_17071727""

Vi sammanfattar detta:
Fourieserier pa komplex form Till en periodisk funktion f med period T
kan vi ordna dess Fourieserie. I komplex form ges den av

(8) f@) ~ D ey
dar Fourierkoefficientern c¢(n) ges av
1 —infdt
(9) c(n) =7 [ flt)e™" dt
J

och J &r ett interval av lingd 7', och vinkelfrekvensen Q = 27 /T". (Att vi i formel
(8) skriver “~”, och inte “=", beror pa att en funktion f:s Fourierserier inte sékert
konvergerar mot f.)

e De komplexa Fourierkoefficienterna ¢(n) svarar entydigt mot reella Fouri-
erkoefficenter a(n), n > 0, och b(n), n > 0, sasom de definieras i (1) och
(2).

e Under ldmpliga forutsdttningar pa f kommer dess Fourieserie att kon-
vergera mot f (se t.ex. Theorem 11.1 i Zill-Cullen som formulerar ett
tillrickligt villkor for konvergens av Fourierserier pa reell form; eftersom
den komplexa formen dr en ren omformulering géller samma tillrackliga
villkor i detta fall).

e Informellt giller foljande: En T-periodisk funktion (signal) f med konver-
gent Fourierserie ar alltsa bestdmd av att man antingen (i) ger alla funk-
tionsviarden (momentana amplituder) f(¢) pa ett interval J = (d,d + T),
eller, (ii) ger en odndlig lista med komplexa tal (dvs. en komplexvird funk-
tion pa heltalen) ¢(n) som specificerar frekvensinnehallet n{2. Se vidare
ovningarna 2.5 och 2.11. (For att vara riktigt sant maste detta precise-
ras, t.ex. kan vi dndra f:s virde i enstaka punkter utan att Fourier-serien
dndras, men det ligger utanfor ramarna for denna kurs.)
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Kommentar. Vi kan infora beteckningen Fr for tillordningen (=funktionen) som
avbildar en T-periodisk funktion f pa Fourierkoefficients-funktionen c(n),

Fr{f(t)} = c(n)

och beteckningen F' fér den inversa operationen som atervinner T-periodiska
funktioner f fran Fourierkoefficienterna,

Fr'{e(n)} = f(1).
Korrespondensen mellan beskrivningar av T-periodiska signaler genom (i) sina
momentana amplituder f(¢), eller, (ii) sitt frekvensinnehall ¢(n) kan skrivas
Fr

f(t) = ¢(n).

Fit
2.4. Ovningar.

Ouvning 2.9. Bestdm de komplexa Fourierkoefficienterna och Fourierserierna till
funktionerna i évningarna 11.2: 1, 7 och 15 i Zill-Cullen genom att anvénda (8)
och (9). Kontrollera dina svar genom att anvinda sambanden (7) mellan den
komplexa och den reella seriens koefficienter.

Owning 2.10. Visa att

(a) om f &r en reell, jamn T-periodisk funktion sa ar dess komplexa Fourier-
koefficienter ¢(n) ocksa en jamn reelvird funktion av n.

(b) om f dr en reell udda T-periodisk funktion sa &r dess komplexa Fourier-
koefficienter en udda, rent imaginér funktion av n.

(c) Forenkla ocksa (8) och (9) for jaimna respektiv udda funktioner, och éver-
tyga dig om att du pa detta sétt aterfar cosinus- och sinus-serierna i Zill-
Cullen 11.3 for jaimna respektive udda funktioner.

Ovning 2.11. Visa att de komplexa Fourierkoefficenterna c(n) for en reell funktion
f(t) uppfyller

(a) ¢(n) = ¢(—n), dédr Z betecknar komplexkonjugatet av z;

(b) [e(n)] = |=e(n)].

(c) Visa ocksa att A(n) = |c(n)| + |—c(n)| = 2|e(n)| for n > 1, dar A(n) ar
frekvensspektrat som det definieras i Ovning 2.5. Vi ser alltsa att beloppet
av koefficienterna c(n) ocksa pa ett precist sétt talar om “hur mycket” som
finns av frekvensen nf) i signalen f(t).

Ouvning 2.12. Plotta frekvensspektrat for funktionerna fran Zill-Cullen i Ov-
ning 2.9, med vinkelfrekvenser n{2 pa den horisontella axeln, och amplituder A(n)
pa den vertikala.
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3. FOURIERTRANSFORMEN OCH FOURIERINTEGRALER

Fourierseriernas uttrycksmojlighet begransar sig till periodiska funktioner. For
att kunna uttrycka en icke-periodiska funktioner pa (—oo,00) pa ett liknande
sitt ar det naturligt att (9) ersétts av en generaliserad integral ver (—oo, 00) (vi
maste ju ta hiansyn till hela funktionen!); det visar sig ocksa att summan (8), dér
vi summerar over alla frekvenser w,, = nf) som &r multiplar av grundfrekvensen,
kommer att motsvaras av en generaliserad integral, dar vi integrerar 6ver alla
frekvenser w. Medan en periodisk funktion innehaller hogst ett uppriakneligt antal
frekvenser, kan en icke-periodisk funktion innehalla varje reell frekvens. Istéllet
for en Fourierserie far vi, for lampliga funktioner f, en s.k. Fourierintegral:

(10) =5 T f@)et e, fw) = / e dr

En jimforelse med ekvationerna (8) och (9) visar en tydlig analogi. f(w), den
s.k. Fouriertransformen av f kan liksom Fourierkoeffficeinterna c¢(n) ses som ett
uttryck for “hur mycket” av vinkelfrekvensen w som “finns” i funktionen (signalen)
f. Vissa forfattare anvinder beteckningen C'(w) for f (w) for att gora analogin med
det periodiska fallet tydligare. Transformen sjalv ar i allménhet komplexvérd

dven nir f(t) ér reell, men f(w):s absolutbelopp A(w) = ‘ f(w)‘, funktionens

frekvensspekturm, ger ett kvantitativt reellt matt pa frekvenstiatheten.

3.1. Fran Fourierserie till Fourierintegral — en heuristisk hirledning.
Ett naturligt sétt att forsoka utstricka Fourier-teorin till icke-periodiska funktio-
ner dr att approximera en icke-periodisk funktion f med T-periodiska funktioner
fr, som overensstiammer med f pa intervallet Jr = (=7/2,7/2), for succesivt
storre virden 7. Genom att sedan studera vad som hédnder med Fourieserien for
fr ndr T' — oo forsoker vi finna en Fourierrepresentation for f.

Vi definierar fr genom fr(t) = f(t) for t € Jp = (=T/2,T/2) och utvidgar
sedan T-periodiskt (annorlunda uttryckt: fr den T-periodisk utvidningen av f:s
restriktion till Jp = (=7/2,7/2)). Observera att f(t) = limy_ fr(t). Var och
en av funktionerna fr kan uttryckas med en Fourierserie med koefficienter cr(n):

frt)= S er(m)e™, ep(n) = % Fr(t)e= % gt
Jr

n=—oo

En forsta ledtrad till (10) fa vi om vi observerar att 7' — oo #r ekivalent med att
grundvinkelfrekvensen 2 = 27/7T — 0+. Summering av Fourierserien sker ver
alla frekvenser w, = nf2, och avstandet w,; — w, = ) mellan tva nirliggande
frekvenser minskar alltsa i takt med att T" 6kar. Detta indikerar att summan skulle
kunna tédnkas 6verga i en integral vid gransovergangen 7" — oo; vi har tidigare
antytt varfor det dr rimligt att den integral som bestimmer cp(n) kommer att
utstrickas till hela reella axeln.
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For att kunna analysera vad som hénder vid gransévergangen T — oo lite

narmare skriver vi om dessa ekvationer som
oo

o0 1 . . 1 ) ' 2
fr(t) = Z {f /JT fr(t)e dt} et — o nz_oo{ . fr(t)e m dt} emm%7

n=—0oo

som med beteckningarna w, := nf{) och Aw,, :=w,11 —w, =Q=27/T &r
o7

{ fr(t)e et dt} e“rt Aw,.
n=—00 Jr

Nér vi later T' — oo gar fr — f och att Jp — (—o00,00). Uttrycket inom
klammerparentesen skulle for fixt w,, konvergera mot

/ Z f(t)e “rtdt

Gransovergangen kompliceras av att vi egentligen samtidigt skall lata w,, — 0+.
Vi bortser i detta skissartade resonemang ifran detta, och later 7' — oo i klam-
merparentesen for fixt w,. Med beteckningen

flw) = /_OO f(t)e “tdt

far vi da att

Hogerledet kan ses som en generaliserad Riemannsumma for funktionen f (w)e™!,
med intervallingd Aw, = Q = 27/T pa intervallet (—oo,00). (Egentliga Ri-
emannsummor dr definierade pa dndliga interval). Néar 77 — oo kan vi dér-
for forvianta oss att hogerledet koknvergerar mot den generaliserade integralen
= [0 f(w)e™! dw. Vi har heuristiskt motiverat (10).

3.2. Definitioner. Fouriertransformen av en funktion definieras genom en gene-
raliserad integral. For att detta skall vara meningsfullt maste vi har ett villkor
som garanterar att den generaliserade funktionen &ar konvergent. Ett tillrdckligt
villkor &r att funktion f &r absolutintegrerbar, dvs. [*°_|f(t)| dt < +oc. Eftersom

le=™t| =1 ar |f(t)e ™! = |f(t)|. S& om f &r absolutintegrerbar dr
‘/ f(t)e_mdt' g/ | f(t)e ™| dt:/ |f(t)] dt < oo

vilket réttfiardigar foljande definition.

Definition 2. Till en funktion f sadan att [°°_[f(¢)| dt < +oo definierar vi dess
Fouriertransform

for= [ retra
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Vi anvinder ocksd beteckningen F for den operation som transformer f till f
och skriver

F{ify=1

eller, om vi vill paminna oss om de obereoende variablerna,

F{f)}Hw) = fw).

Definition 3. Fourierintegralen till en funktion f(¢) med Fouriertransform f (w)
definieras som

1 2 iwt
%/_m flw)e™ dw.

Vi formulerar nu ett tillrackligt villkor pa funktionen f for att Fourierintegralen
skall existera som en konvergent generaliserade Riemannintegral, och som ocksa
garanterar att Fourierintegralen ar lika med f sjélv i alla kontinuitetspunkter.
Observera den formella likheten med Theorem 11.1 i Zill-Cullen.

Sats 1. Om f dr absolutintegrerbar pa (—oo,00), och om f och f' dr styckvis
kontinuerliga pa varje dandligt delinterval gdller att

%\/_Z f(w)eiwtdw: f(t—i_)—;f(t_)’ Vvt € R.

Speciellt ir f(t) = 5= [ f(w)e™ dw om f dr kontinuerlig i punkten t.
Vi ténker pa Fourierintegralen som den inversa operationen till F:
f=F Y eller f(t) = F {f(w)}).

Kommentar. Man kan ocksa gora reda for Fourietransformen och Fourierinte-
gralen for funktioner som inte &r absolutintegrerbar. Det finns t.ex. en paral-
lell teori for kvadratiskt integrerbara funktioner (1/(|x| + 1) &r exempel pa en
funktion som inte &r absolutintegrerbar, men vél kvadratiskt integrerbar, dvs
S22 1/(Jx|4+1)% dz < +00). Vi ska nedan ocksa ge exempel pa Fouriertransformer
i s.k. distributionsmening (avsnitt 5.3-5.4), som ger majlighet till att behandla
savél s.k. distibutioner som en mycket storre klass av funktioner. Den bakomlig-
gande teorin for allt detta ligger utanfor ramarna for denna kurs,vi kommer darfor
forséttningsvis att néja oss med mer oprecisa formuleringar, och inte férdjupa oss
i fragor om konvergensegenskaper m.m.

Nagra exempel
Ezempel 3.1. Funktionen

f(t):{L —rT<t<m

0, for ovrigt
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kan tédnkas representera en “enhets”-signal med begriansad varaktighet. Dess Fou-
riertransform ges av

~ ) e—iwt a eiuﬂr e—iunr
ﬂmzf e e e
—w | __ w w

o
= — {(cosmr +isinwn) — (coswm —isinwn)} = smmr’ w#0,
iw w
och f(0 = [T ft)e™dt = [T dt = 27. Sammanfattningsvis har vi alltsa

funnit att

R 25inw7r’ W 7& 0
flw) = {27?, w = 0.

f ar en kontinuerlig funktion av w, eftersom lim,, o M‘Tw“ =21 = f (0). Detta &r
ingen tillfalighet: Om f(t) &r en absolutintegrerbar funktion sa existerar Fourier-

transformen f(w) som en kontinuerlig funktion av w. Vi kan darfor utga ifran att

£(0) #r definierad av grinsvirdet i w = 0. Med den forenklingen kan vi genom
att tillimpa Sats 1 skriva f(¢) som en Fourierintegral

(1) = i/"o 2sinw7rewtdw:/°° sin w7 St g

2m w oo WT

Ezempel 3.2. Bestam F {f} da
e t>0
t — 7 — Y
/) {O, t <0,

dér a > 0 ar en konstant. Ange ocksa f:s Fourierintegral, och ange vilka véirden
den konvergerar mot. Bestdm &dven f:s frekvensspektrum.

Losning: f( )=F{f} (w) ges av

/ f —zwt dt = / e—ate—iwt dt = / 6—(a+iw)t dt
0

—(atiw)t 7° 1 ef(aJriw)R 1
—(a +iw) |,

a+1iw R—oco @+ iw a+iw
f:s Fourierintegral ges av

<}”1 {f}) (t) = % /_Z flw)e™ dw = % _Z aiw;w dw.

Eftersom f uppfyller villkoren i Sats 1, och f &r kontinuerlig i alla punkter utom
it=0 giller att

B N 1 00 eiwt f(t) — e—at t 7& O
1 9
@'VD@=§[M+WW:&@ﬂw:w: t—o0.
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Frekvensspektrat A(w) =

f(w)) ges av

Aw) 1 1 1
w) = = - .
a+iw| |a+iw| Va2 +o?

En signal som bara har frekvenser inom ett begridnsat interval kallas en band-
begrdinsad signal. Ett specialfall ges i nésta exempel.

Ezempel 3.3. En signal g(¢) ar sadana att alla frekevenser i ett visst interval
forekommer med samma amplitud, dvs signalen har Fouriertransform av formen

() 1 —c<w<ec
w) =
g 0 lw| > ¢
for nagot ¢ > 0. Signalen ¢(t) ges da av
I : 1 [, 1 [e“]°  sinct
t:fflA ) = — ~ 'Lwtd - zwtd - —
o) =F a0 = [ toretan= o [ rao= o |0 =2

Funktionen g(t) ar inte absolutintgererbar, men det &r liatt att 6vertyga sig om att
vi kan lata f och f byta roller i Definition 3 och Sats 1: Om f &r absolutintegrerbar
existerar Fourierintegralen, och transformen av Fourierintegralen ger oss tillbaka

f.

Sammanfattning: Vi kan specificera en icke-periodisk funktion (signal) genom
att antingen (i) ge dess funktionsvirde (momentanta amplitud) f(¢) for alla reella
tal (tidpunkter) ¢, eller (ii) specifiera Fouriertransformens vérde (specificera sig-
nalens frekvensinnehall) for alla reella frekvenser w. Givet den ena beskrivningen
kan vi via F eller ! rekonstruera den andra:

f0) = flo)

Den reell-virda funktion A(w) = ‘ f (w)‘ kallas i analogi med det periodiska fal-

let for frekvensspektrat, och ar ett matt pa “hur mycket” av frekvensen w som
forekommer i funktionen (signalen) f(¢).

Kommentar. 1 litteraturen forekommer en rad varianter pa definitionen av Fouri-
ertransformen. Om transformen éndras, éndras forstas ocksa atertransformering-

€11.

e Faktorn i i atertransformeringen kan bytas mot en faktor % i transfor-
1

men, eller sa har man en faktor NeT i bagge riktningarna.

o Istéllet for vinkelfrekvensen w som variabel véljer en del forfattare fre-
kvensen ¢ = w/2m; detta variabelbyte medfor att faktorn % forsvinner
helt.
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e [ Zill-Cullen har minustecknet i exponenten flyttat fran transform till in-
verstransform, detta dr dock mindre vanligt.

e Ocksa andra beteckningar forekommer. Transformen betecknas som nadmnts
ibland C'(w). Vanligt ér ocksa att funktioner betecknas med gemener (“sma
bokstéver”) och transformer med motsvarande versaler (“stora bokstaver”),
F{f(t)} = F(w), F{g9(t)} = G(w) etc. Kért barn har manga namn!

3.3. Ovningar.

Owning 3.1. Berikna Fouriertransformen till foljande funktioner. Uttryck ocksa
var och en av funktionerna som en Fourierintegral. Vilka vérden konvergerar
Fourierintegralen mot?

(a) f(t) = e dir a > 0 &r en konstant.
(b) f(t) =te dir a > 0 &r en konstant.

(c)
e, <t
1) = {0, t| > 1.

Ovning 3.2. Bestam F {(f)} (w) da

1, —T<t<0
f(t) =<2, 0<t<2m
0, for ovrigt.

Owvning 3.3. Utnyttja Exempel 3.1 for att visa att ffooo % der =17

Owning 3.4. Generalisera Exempel 3.1. Berikna for a > 0 Fouriertransformen till
funktion

fa(t> =

Ange ocksa upp f,:s Fourierintegral. Jamfor ocksa med Exempel 3.3. Skissera

c, —a<t<u«
0, for ovrigt.

graferna fo(t), fa(w) samt frekvenspektrat A(w) = fa(w)‘ Hur paverkas dessa

av fordndringar i parameterarna « och ¢?

Owning 3.5. Visa att

(a) om f dr en reell jimn funktion sa ar dess Fouriertransform ocksa en reell
funktion en reell och jiamn funktion

(b) Visa att om f &r en reell udda funktion sa ar i f ocksa en reell och udda
funktion

Utnyttja sedan detta for att hérleda Fourier-cosinustransformen for jamna funk-
tioner respektive Fourier-sinustransformen for udda funktioner sasom de definie-
ras i Definition 14.3 i Zill-Cullen kapitel 14.3, sid. 598 i 5:e upplagan.
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Owning 3.6. 1 Definition 14.2 i Zill-Cullen kapitel 14.2, sid. 596 i 5:e upplagan, de-
fineras en reell variant av Fouriertransformen. Pa sidan 599 héarledar man sedan i
Zill-Cullen sin variant av den komplexa Fouriertransformen och Fourierintegralen,
dédr minustecknet i exponenten har flyttat fran transform till atertransform.

Lat dig inspireras av bokens resonemang pa sidan 599, och visa att definitioner-
na i detta kompendium av den komplexa Fouriertransformen leder till den reella
varianten i Definition 14.2 i Zill-Cullen!

Owvning 3.7. Berikna de reella Fouriertransformerna i foljande évningar i Zill-
Cullen: 14.3.3, 14.3.7 och 14.3.9
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4. FOURIERTRANSFORMENS EGENSKAPER

4.1. Dualitet. Definitionen av Fouriertransformen F och dess invers F—! upp-
visar ju ett stort matt av symmetri, som ocksa framgar av t.ex. en jamforelse av
Exempel 3.1 och Exempel 3.3.

Antag att f(t) har Fouriertransformen f(w) = F {f} (w). Funktionen f kan vi
forstas téanka pa som en funktion i sig. Om den har en Fouriertransform, ges den
i en punkt v av

F{iw}o)= [ dwera= [ foecra

Men sa nér som pa en faktor 1/27 &r den sista integralen inget annat &n vérdet
i —y av inverstransformen av f, dvs f sjilvt. Vi far alltsa att

(11) F{I} ) =2mf(-w).
Ett likartat resultat géller for inverstransformen av en funktion g = F~! {g}.

Vi sammanfattar detta som en sats

Sats 2. Vi har féljande duala forhallande mellan F och FL

Om f har en Fouriertransform f som i sin tur later sig Fouriertransformeras sa
ar

(12) F{ ) = 2mf(-w).
Om g = F~1{g} kan inverstransformeras sa dr
(13) F ()} (1) = 5-9(-1).

Exempel 4.1. Vi atervander till Exempel 3.3, med ¢ = 7, och beréknar den inversa

Fouriertransformen av
. 1 —TrT<w<T
g(w) =

0 lw| > 7

med hjilp av dualitet och Exempel 3.1, dér transformen av funktion f(¢) = g(t)
berdknades.
1 .
F 14} (t) = { enligt def av f } = F 1 {f} (t) = {dualitet} = > f(=1)
T
1 2sinmt sinwt

o ¢ o

Exempel 4.2. Vi beriiknar Fouriertransformen av h(t) = (a + it)™', a > 0. Med
beteckningar och resultat fran Exempel 3.2 far vi via dualitet att

]-“{(a+z’t)*1}(w):J-‘{f(t)}w:%ﬂ_w): {0, w > 0;

2me®, w < 0.
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4.2. Linjaritet. Skalings- och translationsegenskaper.

Sats 3. Fouriertransformen dr linjdr: Om f och g har Fouriertransformer f
repektive g sa gdller att

Flaf(t) +bg(t)} (w) = af(w) + bj(w).
Beuvis. Detta foljer direkt av integralens linjéritet. O

Aven inverstransformen F ! r linjar.
Niésta sats beskriver hur skalférdndringar pa tids- eller frekvensaxeln fortplan-
tar sig till den andra.

Sats 4. Om f(t) har Fouriertransformen f(w) och a # 0 dr en reell konstant
sadan att F {f(at)} existerar, sa dr

Flian} @) = (2).

Vi tolka detta pa foljande vis. Om a > 1 har y = f(at) en graf som fas som
en horisontell kompression av grafen y = f(¢) med faktor 1/a, pa transformsi-
dan svarar detta mot en horisontell t6jning med en faktor a, samt en vertikal
kompression med en faktor 1/a. For 0 < a < 1 blir rollerna de omvénda. Ju
mer “koncentrerad” funktionen &r, desto mer “utspridd” ar transformen, och vice
versa (jamfor Ovning 3.4). Negativa a innebér forutom en skalforandring ocksa
en spegling i origo av savil funktions- som transformgrafen.

Korollarium. Om f(t) har Fouriertransformen f(w) sd dr

F{(0}w) = (-w).

Bevis av Sats 4. Per definition géller att

F{f(at)} / Flat)e— dt.

Vi gor variabelbytet s = at. Om a > 0 far vi da

1.,/w 1 s/ w
Fifane = [ 16 — 1P () = L ().
a’ \a la|” \a
Om a < 0 far vi omkastade granser i integralen vid variabelbytet
(t—00 <= s— —o0ocht— —00 <= s— +00). Vi far

F{f(at)} / f(s “"‘ds_——/f
I—af(g):ﬁ(%)y

dér den sista likheten foljer av att —a = |a| om a < 0. O
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Exempel 4.3. 1T Exempel 3.1 berdknade vi Fouriertransformen av

(1) = {; reter

for ovrigt

19

och fann att f(w) = 2SO Vi utnyttjar nu Sats 3 (linjéritet) och Sats 4 (skalning)

till att berdkna Foruiertransformen av
1L, <3
=42 i<p<x
0, for ovrigt.
For att se att g gar att utrycka i termer av f noterar vi forst att for a > 0

1, —nrT<at<T 1, S <<t< I
f(at)Z{ o :{ o

0, for ovrigt 0, for ovrigt.
Vi ser darfor att g(t) = 2f(wt) — f(2nt) (Kontrollera dettal), vilket ger att att
g(w) = F{2f(nt) — f(2mt)} (w) = {linjéritet}
=2F{f(xt)} (w) = F{f(2nt)} (w) = {skalning}

f
-

1 ./w 1 .
211 (8)- 11 (2

™ s 2
B 123in%7r 1231nﬁ7r_4sinw—28in§
C r = 2 = N w ’

Jamfor ocksa med Ovning 3.4

Hérnést foljer tva satser som beskriver hur frekvensinnehallet forandras vid en
tidstranslation av den ursprungliga signalen respektive hur signalen fordndras av

en frekvens-translation.

Sats 5. Om f(t) har Fouriertransformen f(w) och to dr en reell konstant s dr

FAf(t—t0)} (w) = e f(w).

Sats 6. Om f(t) har Fouriertransformen f(w) och wy dr en reell konstant si dr

FHfw = wo) b (t) = e f (o)

Vi noterar att dessa tva satser ar néastan identiska i form, sa nir som pa tecknet

i exponenten i hégerledet. Bevisen lamnas som évningar.
Fran Sats 6 far vi foljande foljdsats

Korollarium. Om f(t) har Fouriertransformen f(w) gdller att
(2) F{f(t)cosat} (@) = § (flw—a) + f(w+a));
(b) F{f@sinat} @) = % (fw = a) = flw+a)).
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Bevis av Korollarium. Sats 6 kan vi omformulera som
(14) F e f()} () = flw — wo)-
Eftersom cosat = £ (™ 4 e~t) foljer att
F{f(t)cosat} (w) = ]—"{f(t)
som p.ga. linjaritet och (14)
1 . o 1/, :
=5 (FUF®e} @)+ F{0e ™} @) = 5 (fw=-a) + flw+a).
Detta bevisar det forsta pastaendet. Det andra foljer med ett likartat bevis. [

s b

DO | —

Ezempel 4.4 (Amplitudmodellering). Korellariet ovan har en direkt signalteore-
tisk tolkning. Som bekant &r A cos at en periodisk svingning med konstant amp-
litud = A och vinkelfrekvens = «. Om vi nu istéllet for en fix amplitud har en
tidsberoende amplitud f(t) sdger man att signalen cos ot har amplitudmodulerats
med f(t). Den resulterande signalen f(t)cosat har da ett frekvensinnehall som
beskrivs av korellariet.

4.3. Ovningar.

Owning 4.1. Visa dualitets-ekvation (13) med resonemang analogt med beviset
for (12).

Owning 4.2. T en tidigare 6vning har du visat for att a > 0 &r

diaw

Flte ) (0) = ————.
{ b ) (a2 4+ w?)?

Utnyttja detta for att bestimma Fouriertransformen av —-

(a2+412)

Ovning 4.3. Bestam funktionen g(t) sa att §(w) = e~*l genom att utnyttja att
resultet fran Ovning 3.1 a).

Owning 4.4. Visa att om f dr en absolutintegrerbar funktion sa géller att F~' {g} (w) =
1
=7 {9} (—w)

Owning 4.5. Beriikna forst Fouriertransformen av e ¥l fran Fourietransformens
definition. Beréikna sedan tranformen av e~ @ > 0, med hjilp av Sats 4, och
jamfor resultatet med Ovning 3.1 a).

Ouning 4.6. Sats 4 har ocksé en dual formulering: Om inverstransformen av f (w)
ar f(t), och b # 0 &ar en reell konstant sa ar

F{foa} o= 5t (5).

dvs. det duala pastaendet ar identiskt till formen. Visa detta.
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Ovning 4.7. Bevisa satserna 5 och 6. Antingen kan visa satserna separat, de foljer
enkelt av definitionerna, eller ocksa kan du forst visa den ena pa detta sétt, och
sedan visa att den andra foljer av dualitet. En nyttig 6vning i att halla ratt pa
begrepp och beteckningar!

Owning 4.8. Fouriertransformera
(a) e,
(b) €—|at—c|7
(c) el

dar ¢ ar en reell konstant och a > 0.

Ovning 4.9. Bestdm den komplexvirda funktion h(t) sadan att hw) = 9+ (w—7)2) ",
genom att utyttja resultet fran Ovning 3.1 a).

Ovning 4.10. Visa att frekvensspektrat hos en signal inte paverkas av en tids-
translation av signalen.
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4.4. Derivering och transformering. Det rader ett enkelt samband mellan en
Fouriertransform av en funktion och Fouriertransformen av dess derivata.

Sats 7. Om f(t) har Fouriertransformen f(w) och si har f'(t) transformen

F O} (W) = iwf(w).

Likheten far tolkas med viss forsiktighet. Om f &r absolutintegrerbar, konti-
nuerlig och om derivatan &r styckvis kontinuerlig pa varje andligt interval géller
likhet i varje punkt w. Under andra forutséitningar far satsen ges en nagot annan
tolkning. T.ex giller den i s.k. distributionsmening for distributioner (generalise-
rade funktioner), som vi kommer att se exempel pa langre fram.

Vi kan ldtt motivera foregaende sats genom fb'ljande formella manipulation.

d . 1 [, . .

zw dw = — zwt) dw = — . iwt dw.
di dt o / flw v / dt YT ) wf(w)e™ dw
Det sista ledet kénner vi igen som en inverstranform JF— { f } och genom
att Fouriertransformera ytterleden foljer att F {f'(¢)} (w) = iwf(w).

Korollarium. f{f;,{c () = (iw)"f(w).
Dualt géller att

Sats 8. Om f(t) har Fouriertransformen f(w) och si har t" f(t) transfomen

FA"f)} (w)

~

=" Cf:nf(w)

Ezempel 4.5. 1 Ovning 3.1 a) visades att F {e~"} (w) = e, a > 0. Fran
Sats 8 foljer da att
.d  2a 2a - 2w —4iaw

F{te™ 1} (w) = it i(=1) (@+w?)? (@ +u?)

ett resultat vi redan funnit med vistligt mer moda i Ovning 3.1 b).

Ezempel 4.6. Vi hirleder nu Fouriertransformen av g(t) = |t| e~ a > 0.
Lat f(t) = te=@ och 1at h(t) = e~9*. D4 &r

d d
f'(t) = e_“|t‘+tae_“‘t| = e‘“‘ﬂ—l—te_a't‘(—a)— t| = e~ —q|t| e = h(t)—ag(t),

dér vi har utnyttjat att < [¢| = sgnt och att tsgnt = [¢|. Genom att Foureirtrans-
formera ytterleden i foregaende ekvation och utnyttja Sats 7 och transformens
linjéritet far vi

iwf(w) = h(w) - ag(w).
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Foljaktligen &r

i) = 3 (60) = 100)) = 1 (s~ ) ~ 2

a— 1w
a? + w? (a2 + w?)?

a a

Vi anvénder nu satserna 7 och 8 till att visa
(15) F {e_t2/2} (W) = V2me /2,
dvs. f(z) = e~**/2 4r s& nir som pa en konstant sin egen transform.
Forst observerar vi att f/(t) = —te™*"/2, sa f uppfyller
(&) +tf(t)=0.

Vi Fouriertransformerar sedan bégge led, och utnyttjar linjéritet och satser-
na 7 och 8. Vi far iw f(w) + i+ f(w) = 0, som efter division med i ger

wf () + = f(w) = 0.

Denna differentialekvation for f (som ér samma ekvation som géller for f sjilv) &r
linjér av forsta ordningen, och kan l6sas pa standardséitt genom att multiplicera
med den integrerande faktorn ¢ = ¢**/2. Man far att

flw) = Ce 12,

Konstanten C' bestdmmer vi genom att sétta w =0 i
o0 A
/ e Pl gt = f(w) = Ce "/,
—0oQ

vilket ger att C'= [°_ e~ /2 dt, som enligt ett standard resultat dr = /2.

Kommentar. Funktionen e*‘“‘?, a > 0, den s.k. Gauss-klockan, spelar en viktig roll

i manga delar av matematiken; till exempel kan ndmnas att inom sannolikhetsla-
ran ar dessa frekvensfunktioner for de i tillimpningar sa allmént férekommnade
normalfordelningarna.

4.5. Ovningar.
Ovning 4.11. Bestdm Fouriertransformen av t2e~%* ¢ > 0.
—w2/2.

Ovning 4.12. Bestdm inverstransformen av iwe

Owning 4.13. Anvind ekvation (15) samt Sats 5 till att visa att for a > 0

F {e_“tg} (w) = \/ge_‘ﬂ/(‘l“)
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Owning 4.14. Finn en partikulérlsning till differentialekvationen
y// —y= €—|t\

genom att Fouriertransformera bégge led och pa sa sétt fa en ekvation for . Los

sedan ut g, och bestdm y genom atertransformering.
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5. HEAVISIDEFUNKTIONER OCH DIRAC-PULSER

5.1. Heavisidefunktionen. Lds i Zill-Cullen om definitionen av Heavisidefunk-
tionen, eller enhetssteg-funktionen som den ocksa kallas (kapitel 7.3.2, sid. 328-
329, fr.o.m. “Unit Step Function” t.o.m. “Ezemple” 5 i 5:e upplagan)(kapitel 7.3
sid. 275-277, fr.o.m. “Unit Step Function” till sista stycket innan “Theorem 7.6”

i 4:e upplagan,).

Som signaler betraktat representerar U(t — a) en konstant signal som slas pa
vid t = a och aldrig slas av. U(t —a) — U(t — b), dér a < b, representerar en
konstant signal som slas pa vid t = a och slas av vid ¢ = b. Likasa represente-
rar t.ex. (U(t —a) —U(t —b))sint, a < b, en sinussvingning som slas pa under
tidsintervallet a < ¢t < b.

Observera att i litteraturen forekommer flera andra beteckningar pa Heavi-
sidefunktionen. Zill-Cullen anvénde som du har sett U(¢) (U som i “Unit step
function”). Beteckningen H (t) (Heaviside) &r ocksa vanlig, liksom ©(#) (anvénds
t.ex. i tabellverket Beta).

5.2. Ovningar.

Owning 5.1. Jobba med Gvningarna 7.3: 49-54 samt 7.3: 55-62 (ej Laplace trans-
formering) i Zill-Cullen 5:e upplagan tills du kénner dig siker att tolka och skriva
funktioner som innehaller Heavisidefunktioner. Motsvarande évningar i 4:e upp-
lagan ar 7.3: 45-50 samt 7.3: 51-58 (ej Laplace transformering).

Owning 5.2. Att bestimma Fouriertransformen av Heavisidefunktionen &r inte sa
latt, vi aterkommer till det langre fram. Ddremot ar det latt for vissa differenser
av funktioner av denna typ. Bestdm Fouriertransformen av

(a) U(t +a) —U(t — a) (jamfor med Exempel 3.1 och Ovning 3.4).

(b) U(t —a) —2U(t —b) +U(t — ¢), ddr a < b < c.
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5.3. Dirac-pulser. Lds i Zill-Cullen om Dirac-pulser (eller Diracs delta-funktion
som den ocksa kallas fast det inte dr en funktion i vanlig mening), kapitel 7.5 sid.

351 fram till “Theorem 7.117, samt punkt (i) under “Remark” pa sidan 353 i Zill-

Cullen 5:e upplagan. Motsvarande avsnitt i 4:e upplagan dr kapitel 7.6 sidan 306
fram till “Theorem 7.117 samt samt punkt (i) under “Remark” pa sidan 308.

Som signal betraktat representerar en Dirac-puls 6(¢) en signal som bestar av
en momentan puls vid ¢ = 0 med positiv &ndlig energi. Translationen 0(t — c)
svarar mot en momentan puls vid £ = c.

Vi kan, som i framstéllningen i Zill-Cullen, betrakta Diracpulsen 6(¢) vid ¢ =0
som ett slags gransviarde av allt kraftigare men samtidigt kortare pulser med
andlig positiv varaktighet. Vi kan uttrycka detta med Heavisidefunktioner
(16) §() = Jim o Ut +a) ~ Ut~ a))

a—0+

Som ndmns i Zill-Cullen dr Dirac-pulsen §(t) ett exempel pa en distribution
(eller generaliserad funktion). Inom den gren av matematiken som kallas distri-
butionsteori har man utvecklat en differentialkalkyl for dessa objekt, som inte ar
funktioner, och &n mindre &r deriverbara, i vanlig mening. T.ex. géller i distribu-
tionsmening att Diracpulsen ar derivatan av Heavisidefunktionen,

(17) U'(t) = 6(t).

Lat oss anta att U &r overallt deriverbar (dven i ¢ = 0) i nagon generaliserad
mening. Derivatan borde da vara = 0 6verallt utom i ¢ = 0 dér den borde vara
odndligt stor. Lite mer precist borde gélla att
UL+ h)—U(t
uW(t) = tim 40T })L ®

h—0

vilket i sin tur borde vara lika med savil hoger- som vénsterderivatan. Foljaktligen
skulle derivatan vara lika med medelvardet av héger och véinsterderivatan och vi
skulle da fa att

i - L (lim Ut +h) —U(t)

2

Ut —h) —U)
h—0+ h + hlir& —h

. 1
= lim = QU+ h) = Ut = b)) = 8(0),

vilket kan motivera (17).
I det foljande kommer en viktig roll att spelas av Dirac-pulsens sallningsegen-
skap (filtreringsegenskap)

(18) ﬁﬂww—@a:ﬂm

som géller for kontinuerliga funktioner f och 6ppna intervall J som innehaller c.
Detta ér i sjilva verket den definition man ger Dirac-pulsen inom distributions-
teorin. Intuitivt séger den att nér vi bildar ett viktat integralmedelvirde av f,



FOURIERTRANSFORMEN 27

med vikt 0 i alla punkter utom i t = ¢ dér vikten &r oédndligt stor, sa far vi just
f(e).

5.4. Fouriertransformering av Diracpulser, konstantfunktioner och Hea-
visidefunktioner. Sallningsegenskapen (18) ger oss mojlighet att enkelt berék-
na Fouriertransformen av Dirac-pulsen 0(t)

(19) F{o(t)} (w) = /OO S(t)e ™tdt =e ™0 =1

o0

En Dirac-puls vid ¢ = 0 innehaller alltsa alla frekvenser, och det med samma
amplitud. Inverstransformeringen tar sig formen

1 o

27
en ekvation som inte kan tolkas som en likhet mellan vanliga funktioner, eftersom
véansterledet i sadana fall ar en divergent integral (och hogerledet inte &r en vanlig
funktion), men likvil kan detta ges en meningsfull tolkning inom distributions-
teorin. Ar man djarv kan man forsoka sig pa en intuitiv tolkning: vénsterledet
ar en generaliserad summering 6ver harmoniska svangningar med alla tdnkbara
frekvenser, dessa kommer att sléck ut varandra vid alla tidpunkter utom vid ¢ = 0
da de ger upphov till en momentan puls.

Genom att kombinera (19) med Sats 5 hérleder vi transformen av translaterade

Diracpulser.

(20) F{6(t —to)} (w) = e ™0 F{5(t)} (w) = e ™" = costow — i sin tow.

(
Vi kan nu ocksa, genom att tillimpa (19) och dualitetssambandet i (12) hérleda
transformen av konstant-funktionen g(t) = 1

(21) Flot)} @) = F{3(t)} (w) = 276(w) = 276(w)
vilket tycks sdga att en i tiden obegridnsad konstant signal inte innehaller nagra
andra frekvenser &n w = 0, vilket ju &r intuitivt rimligt.

Vi avslutar detta avsnitt med att utan hérledning ge formeln fér Heaviside-
funktionens Fouriertransform:

(22) FUMD (@) = ~ + 76(w)

w

L-e™dw = 6§(t),

5.5. Ovningar.

Ovning 5.3. Visa formeln for konstantfunktionens transform (21) med hjilp av
Heavisidefunktionens Fouriertransform (22). Detta &ar naturligtvis inget bevis for
(22), men visar atminstonde att de tva ekvationerna inte &r i konflikt med varand-
ra.

Ovning 5.4. Visa att (18) formellt fas ur (16).
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Ovning 5.5. Lat f(t) = U(t + a) — U(t — a). Bestdm Fouriertransformen av f'(t)
(a) genom att utnyttja (17) och (20);

(b) genom att utnyttja Ovning 5.2 och Sats 7.
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6. FOURIERTRANSFORMEN AV PERIODISKA FUNKTIONER — SAMBAND MED
FOURIERSERIER

Vi hiarleder nu Fouriertransformen av en cosinusfunktion. Lat

A(t) = % (6(t —a) +6(t + ).

Ur ekvation (20) far vi da att

~

A(w) = % (5(25 —a) +0(t + a)) = COS aw

dér sista likheten foljer ur (20) eftersom cosx &r en jamn funktion och sinx &r
udda. Dualitet ger sedan att

F{cos(at)} (w) = F {A(t)} (W) = 27A(—w) = 27% (6(—w — a) + 6(—w + a)).

Om vi sedan utnyttjar att Diracs delta puls ar jamn, 6(—t) = J(t), foljer det att

(23) F{cos(at)} (w) =7 (§(w + a) + 6(w — a))
Pa motsvarande siatt kan man visa att
(24) F {sin(at)} (w) = im (0(w + a) — §(w — a))

Dessa resultat dr knappast forvanande. De sédger att trigonometriska funktioner
med (vinkel)frekens 2 = a har ett (vinkel)frekensspektrum som &r koncentrerat
lw=a.

Lat oss slutligen betrakta en periodisk funktion f(¢) med period 7" och vinkel-
frekvens ) = 27 /T som har Fourierserieutvecklningen

ft) = Z c(n)e™ ™, c(n) = %/0 F(t)e—mo,

Observera att vi kan skriva
et — / §(w —nQ)e™" dw.

Vi siitter in detta i den foregaende ekvationen och tillater oss sedan att byta
ordning pa integration och summation och far da

f(t) = nio ( / §(w — nQ)e™! dw) n_zoo / — n)e™! dw
_ / Z (niooc(n)é(w - nQ)) ¢ duy

[e.9]

= % h (27T Z c(n)d(w — nQ)) e dw.

- n=—00
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Alltsé far vi f(t) = &= [0 v(w)e™! dw med v(w) = 27> > c(n)d(w — nQ); vi

27 J -0

har uttryckt f(¢) som en Fourierintegral med Fouriertransform

F{f} () = f(w) =v(w) =27 > c(n)d(w - nQ).
Som sig bor ar Fouriertransformen koncentrerad till vinkelfrekvenser w, = nf
som &r heltalsmultiplar av f:s grundvinkelfrekvens 2. Ekvationen kan ses som
en kontinuerlig form av tillordningen av Fourierkoefficienter till en T-periodisk

funktion f

fT {f} - {C(n)}zo:—oo :
Fourierintegraler och Fouriertransformer kan pa sa sidtt betraktas som en gene-
ralisering av Fourierserier och Fourierkoefficienter.

6.1. Ovningar.

Ovning 6.1. Anvind Exempel 4.4 och korollariet till Sats 6 for visa att den sig-
nal som fas nér en ren cosinussvingning f frekvensmoduleras med en annan
cosinussvingning ¢ (med en annan frekvens), &r en summa av tva nya cosinus-
svingningar, vars vinkelfrekvenser d&r summan respektive differensen av f:s och
g:s vinkelfrekvenser.

Det finns ocksa ett mycket enklare sétt att visa detta! Vilket da?

Kommentar. Denna typ av modulering, nér en harmonisk svingning amplitud-
moduleras med en annan harmonisk svingning kallas ibland fér ringmodulering.
Ringmodulering anvinds inom elektroakustisk musik (“elektronmusik”), och finns
ocksa implementerat som effektbox (signalprocessor) att anvéndas till t.ex. elgi-
tarr. Gitarrens ton amplitudmoduleras med en ton som genereras i boxen, den
modulerande tonens frekvens kan ofta regleras med en fotpedal. Eftersom den
resulterande signalen har tva distinkta frekvenser som harmonsikt sitt star i ett
komplicerat forhallande till varandra, blir den modulerade signalen en “smutsig”,
dissonant ton, dir ljudet ocksa star i en svarforutsigbar relation till vad man
spelar. Alltsa en ganska extrem ljudeffekt.
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