KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag till tentamen
den 16 januari 2007

1. a) Bestdm samtliga vinklar och arean av en triangel med sidorna 21,0 cm, 23,0
cm och 42,0 cm. Ange vinklarna i grader med en decimal och arean med tre
vérdesiffrors noggrannhet. (5)

b) Bestdam arean av den skuggade délen av figuren nedan som skérs ut av sex lika
stora cirklar med radie 1 cm i
figuren. Ange svaret pa exakt form

Lésning: a) Vi borjar med att anvinda cosinussatsen for att bestdmma vinklarna
i triangeln. Vi betecknar sidlingderna med a = 21 c¢cm, b = 23 cm och ¢ = 42 cm.
Motstaende vinklar kallar vi for «, 3 och . Vi har da att

a® = > + & — 2bccos a

och vi kan 16sa ut cos a som

P+ —a® 2324422212 1852

= ~ 0,959
cond 20c 2.23. 42 1932
Vi far ddrmed att o ~ 16,5°. Pa samma sétt far vi
2 2 _p? 212 + 422 — 232 1676
cosf =2 1¢ T = ~ 0,950
2ac 2-21-42 1764
dvs 0 ~ 18, 2° och
2402 - 2124232 — 422 794
COS'y:a + ¢ - + =——~ —0,822
2ab 2-21-23 966



dvs v &~ 145, 3°. Vi kan ocksa kontrollera att vinkelsumman i triangeln ar 16,5° +
18, 2° 4 145, 3° = 180°.

For att nu bestdmma triangelns area anvénder vi areasatsen som siger att

1 21-23-0,570

T = iabsiny ~ 5 cm? &~ 138 cm?.

b) Vi kan dela in figuren i sex bladformade delar som var och en bestar av tva
likadana cirkelsegment. For att berdkna cirkelsegmentens area behover vi veta ra-
dien och 6ppningsvinkeln. Radien ar 1 cm eftersom alla cirklarnas radier ar 1 cm.
Oppningsvinkeln #r 7/3 eftersom figurens centrum tillsammans med tva nérstaende
spetser bildar en liksidig triangel med sidan 1 cm. En cirkelsektor med 6ppningsvinkel
7/3 och radie 1 cm har area 7/6 cm? och far sedan dra bort den liksidiga triangelns
area, dvs 1/2sin7/3 em? = v/3/4 cm?. Dirmed blir cirkelsegmentets area

V£ 2_27?—3\/§ch

6 g " 12

Hela den skuggade figuren bestar av tolv likadana cirkelsegment varfér arean av hela
den skuggade figuren &r
2 — 3v/3 em?.

Svar:

a) Vinklarna dr 16,5°, 18,2° och 137,5°. Arean ir 138 cm?.
b) Arean av den skuggade delen av figuren &r 27 — 3v/3 cm?.

a) Bestdm den minsta positiva 16sningen till ekvationen
cos(3z +7/7) = 1/4.

Ange svaret i radianer med tva virdesiffrors noggrannhet. (3)

b) Bestam konstanterna A och ¢ sa att 2cos2z + sin2z = Acos(2z + ¢). Ange
svaren som niarmevirden med tva vérdesiffrors noggrannhet. (3)

c) Bestdm det exakta antalet 16sningar till ekvationen tan 5z = sin 10z i intervallet
0 < 2 < 100. (3)

Liosning: a) Vi har att cost = 1/4 da t = £tg + 2mn ~ +1, 318 4 27n, for heltal n. I
vart fall har vi att -
31’—1—? = +ty + 27

och vi kan 16sa ut z som

T to  2mn
__ o, A
=Tty T

2



Eftersom perioden dr 27/3 &~ 2,1 och n = 0 ger 16sningarna
x =~ 0,290
och
r~ —1,468
maste x &~ 0,29 vara den minsta positiva l6sningen.

b) Med hjélp av additionssatsen for cosinus kan vi skriva om hogerledet som
A cos2x cos ¢ — Asin 2z sin ¢

och vi kan bestdmma konstanterna A och ¢ genom att lata

Acos¢p =2
Asing = —1

Genom att kvadrera och addera dessa ekvationer far vi
A% = A%cos® ¢+ A%sin® ¢ =22 4+ (1) =5

och vi kan vilja A = /5 ~ 2,2. For att bestdmma ¢ kan vi nu sitta in A = /5 i
ekvationerna ovan och far da

cos¢p =2/V5
sing =—1/v5
Om vi delar ekvationerna med varandra och far tan¢ = —1/2 och dérmed kan vi

vilja ¢ &~ —0,464 + nr. Eftersom sin ¢ ar negativt och cos ¢ positivt véljer vi n = 0,
och ¢ =~ —0, 46.

¢) Vi borjar med att skriva om tan 5z som sin 52/ cos 5z och sin 10z = 2 sin 5x cos 5z.
Vi far ddrmed losningar da sin 5z = 0, dvs da

nm
57

och kan sedan dela ekvationen med sin 5z och far

Tr =

= 2cosdx

CoSs dx

Vi multiplicerar ekvationen med cos 5z eftersom cos5z inte kan vara noll i nagon
16sning till den ekvation vi far. Ekvationen blir nu

1
2
5 = —
cos” 5z =
som har losningarna
o T T
4 27



dvs

_mo T
20 10°
Sammantaget blir 16sningarna
nm b T nm
r=— oc r=—+—.
5 20 10

De forsta 16sningarna ligger de i intervallet 0 < x < 100 om 0 < nx/5 < 100, dvs
om 0 <n <500/m ~ 159, 1, vilket ger 160 heltalsvirden for n. De andra lésningarna
ligger i intervallet 0 < z < 100 om 0 < 7/20 + n7/10 < 100, dvs om

1 1000
——<n<—=318,3
2 m

vilket ger 319 heltalsvirden for n. Totalt finner vi 160 4+ 319 = 479 l6sningar till
ekvationen i intervallet 0 < 2 < 100.

Svar:

a) Den minsta positiva 16sningen ar x ~ 0, 29.
b) A=+/5~2,2och ¢ ~ —0,46.
c¢) Det finns 479 l6sningar till ekvationen i intervallet 0 < z < 100.



a) Berikna derivatan av funktionen
f(z) = ™" cos z.
Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de

anvands. (3)

b) Bestam det storsta och det minsta virdet av funktionen
g(t) = 4sin®t + 3cost

pa intervallet 0 < ¢t < 7 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall.
(4)

¢) Anvind Newton-Raphsons metod for att bestdmma ett ndrmevirde for den
16sning till ekvationen 2 + 2x = 1 som ligger i intervallet 0 < z < 1. Bérja med
x = 0 och utfor tva iterationer. Uppskatta ocksa felet i svaret. (2)

Ldsning: a) Vi behover anviinda bade produktregeln och kedjeregeln for att derivera
funktionen. Vi borjar att anvinda kedjeregeln pa g(x) = e5%, diir derivatan av den
inre funktionen sin x ar cos z. Eftersom derivatan av e* ar e” far vi enligt kedjeregeln
att

sinx

g'(x) = e cos .

Vi behover nu anvénda produktregeln for att beridkna derivatan av f(x) = g(x)h(z)
dér h(z) = cosx och vi far

f(x) =g (x)h(x) + g(z)h (z) = ™ cosz cosz + 5% (—sin )

= (cos® z — sin z)esn?,

b) For att bestamma maximum och minimum pa intervallet behéver vi forst finna
nollstéillena till derivatan for funktionen. Eftesom g(t) = 4sin®t + 3 cost far vi enligt
kedjeregeln att

g (t) = 12sin®tcost — 3sint

och vi behover 16sa ekvationen
12sin?tcost — 3sint = 0.
Om vi faktoriserar ekvationen far vi
3sint(4sintcost — 1) =0
och darmed ges l6sningarna dels av t = nr, for heltal n, dels av 16sningarna till
4sintcost =1

som kan skrivas om som
2sin2t = 1.



Losningarna till den senare ges av 2t = 7/6 + 2mn och 2t = 67/6 + 27n, for heltal n.
[ vart intervall 0 < ¢ < 7 har vi nu lésningarna t = 0,t = 7/12, ¢t = 57 /12 och t = .
Vi jamfor funktionens vérden i dessa punkter, varav tva ar intervallets &ndpunkter,

och far
g(0) = 4sin®(0) + 3 cos(0) =3
g(m/12) = 4sin®(7/12) + 3cos(m/12) ~ 2,97
g(5m/12) = 4sin3(57r/12) + 3 cos(5m/12) ~ 4, 38
g(m) = 4sin®(7) + 3cos(r) = —3
Nér vi jamfor dessa virden ser vi att funktionens maximum ges av g(57/12) ~ 4, 38

och dess minimum av g(7) = —3. Dessutom har vi lokalt minimum vid ¢t = 7/12 och
lokalt maximum vid ¢ = 0. Darmed ges grafen for funktionen av

c) For att anvinda Newton-Raphsons metod skriver vi ekvationen som f(z) = 0,
med f(z) = z* + 2z — 1, som har derivatan f'(z) = 42% + 2. Med o = 0 far vi nu i
forsta iterationen att

fl@o) _ 0'+2.0-1 1

T T ey T 40012 2

och 1 den andra iterationen att

fla) _, 0202 (/) -1_19
fi(zy) 4-(1/2)3 +2 40
For att uppskatta hur langt ifran den verkliga 16sningen z., som x5 ligger kan vi

anvinda oss av derivatan. Eftersom f(z.) =0 dr Ay = f(z2) — f(2o0) = f(x2) och
vi far da att Az ~ Ay/f'(xo) = f(x2)/ [ (x2). Nar vi sitter in viardet pa xq far vi

To = 1 —

(19/40)* + 2 - (19/40) — 1

~4-107%
4-(19/40)3 + 2

Az ~

Svar:



a) f'(z) = (cos? x — sinx)esn?.

b) Funktionens maximum &r 4, 38 och dess minimum &r —3, 00.

c) Ett ndrmevirde efter tva iterationer ges av x5 = 19/40 = 0,475 och felet i detta
ca4-1074

a) Berdkna arean av omradet som avgrinsas av kurvorna y = %, y = 22° och
linjerna x = —1 och x = 1. Ange svaret pa exakt form. (3)

b) Bestam volymen av den rotationskropp som bildas da kurvan y = xe™* roterar
kring x-axeln pa intervallet 0 < x < 2. Ange svaret pa exakt form. (3)

¢) Bestdm ett ndrmevérde till integralen

™2 sin x
/ dx
—7/2 T
med hjilp av trapetsmetoden med fyra lika langa delintervall. Ange svaret med

tva decimaler. (Observera att integranden inte &r definierad i punkten x = 0,
men har ett kint gréansvirde da = gar mot noll.) (3)

Lésning: a) Vi behover forst se pa skdrningspunkterna mellan kurvorna. Dessa ges
av ekvationen x* = 223 som kan faktoriseras till z3(z — 2) = 0. Alltsa dr z = 0
och z = 2 de enda skédrningspunkterna, varav den andra ligger utanfor intervallet. Vi
behover darfor dela upp berédkningen av arean i de tva integralerna

0
]1:/ zt — 203 dx

-1
och

1
I, = / 223 — 2t dx.
0

Eftersom z% — 223 dr ett polynom ges en primitiv funktion av z°/5 — 2x*/4 och vi far

0 5 947" (=1 2(-1)* 1 2 7
I = 4o gr = | 2 —og_0- -,z
' /_1‘% o {5 4, 5 T4 5717 10
och
! 204 510 2.1 18 1 1 3
L= [ 223 —a2tde =" -2 | = - 04+ 0= — == —
2 /Ox v {4 5}0 TR B T

Alltsa blir den sammanlagda arean

7 3
[1+12:1—0+1—0:1



b) Om vi later f(z) = ze™™ vet vi att rotationskroppens volym ges av integralen

V:W/:f(w)Qda:

eftersom vi kan tdnka oss den uppbyggd av en méangd mycket tunna cirkuléra skivor
med radie f(x). For att berékna integralen

2
/ x2e 2 dx
0

behover vi anvéinda partiell integration tva ganger. Vi far integrera e
22, respektive .

2 _6—2:1: 2 2
/ e dr = {a:Q ] —|—/ re 2 dx
0 2 0 0

—4 _,—2z72 2 -2z
:—4e—+0+{x ‘ } +/ S
2 B 0

2% och derivera

2 2
_ _ 2
S {_6 -
2 4 ],
g ¢t 1 1-13et
N 4 4 4

Alltsa blir volymen av rotationskroppen
2 1—13e™4
7T/ f(x)de =7 (76)
0 4

c) Vi later f(z) = sin(z)/z for © # 0 och observerar att f(z) ar kontinuerlig om vi
later f(0) = 1 eftersom gransvérdet av f(x) da x gar mot noll &r lika med derivatan
av sin(z) for = 0. Vi delar upp intervallet i fyra delar av lingd Az = 7/4 och
beriknar sedan approximationen med trapetsmetoden enligt

[ et <5 (1 (-5) s (3) wen0 421 (3) + 1 (5))
zg(%+2ﬂiﬂ+2+2ﬂi\/§+%) :%+\/§+%z2,70

volymsenheter.

Svar:

a) Arean av omradet mellan graferna ar 1 areaenhet.
b) Volymen av rotationskroppen ir 7(1 — 13e~*)/4 volymsenheter.

¢) Trapetsmetoden ger narmevirdet 2, 70.



