L dsningsforslag till tentamensskrivning i SF1633 Differentialekvationer 1.
Mandagen den 15 oktober 2012, kI 0800-1300.
Hjapmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa | dsningarna pa ett sadant sétt att berdkningar och resonemang ar latta att folja
Svaren skall ges pareell form.

De 1
Modul 1.

dx
Ange aven |osningens existensintervall.

L dsning:
Den givnadifferentialekvationen & separabel.

a) Konstantldsningar: y = 3. Dessa uppfyller g villkoret.

b) Vi bestammer nu icke-konstanta |6sningar och fér dessagaller att y 1 +3.

> d_y: ’;g: ’e:«’-l +Loﬂ:6
y - 9dx (y +3)(y - 3)dx ey+3 y- 3@dx

Omforma differential ekvationen:

Integrera med avseende pax: - Inly + 3+Inly - 3|=6x +In|C , 54_2: +C,e” = Cce”™,
. 9-3 1 . E>+6
Villkoret y(0) =9 ger ¢ ==——= == vilketger y = —.
y(0) C=913"5 Y=o

Over till existensintervallet.

Det skall uppfyllavillkoret 2 - €*1 0 samtinneh&lla x =0. Vi fér {l XX <I%%g

B In2y

och existensintervallet &r % XX <?%

SVAR: Differentialekvationen har |Gsningen y = =

Modul 2.
| dx 3
i (x* 2y
Studera det icke-linjdra systemet | q genom att hitta alla kritiska punkter, bestdmma deras

. ay 2
I—=x"+4y-1
|t Y
typ(nod, sadel punkt, spiral, centrum) och avgéra huruvida de & stabila eller instabila.

L dsning.
3 L.
y | e ey ©
| kritiska punkter ar tangentvektorn lika med nollvektorn. Vi far 0 = % 27 =
ex’ +4y - 1o

De kritiska punkternaar: (1,0) och (- 1,0).
Nu 6ver till bestdmning av de stationdra punkternas karaktér. Vi linjariserar det icke-linjéra systemet.
Forst beréknas Jacobimatrisen och dérefter inséttes respektive stationar punkt.

2, 3p
Jacobimatrisen J(X,y) = ?xy XoE 2+,
e2x 4 @
% 5o
Inséttningav (1,0) ger J(1,0) =¢~ 2+=A.
€2 40
a2
Vi bestammer matrisens egenvérden. 0 = det(A - Al) = 2 |=A%-4h-5=(h+1)( - 5).

2 4-\



Egenvérdena &r reella och med olika tecken. Det linjariserade systemet uppvisar en sadelpunkt i (1,0).
Detsamma galler aven for det icke-linjara systemet.

56
Insétning av (- 1,0) ger (-1 0)=¢~ 2+=B
e-2 49
a2
Vi bestdmmer matrisens egenvarden. O = det(B- Al) = 2 |=A-4n+5=(M- 2)Y +1.
-2 4- )\

Egenvérdena & komplexa och med positiv realdel.
Det linjariserade systemet uppvisar en instabil spiral i (- 1,0).
Detsamma géller aven for det icke-linjéra systemet.
SVAR: De kritiska punkterna&r (1,0) och (- 1,0).
(1,0) &r en sadelpunkt och darmed instabil. (- 1,0) &r en instabil spiral punkt.

Modul 3.
Bestam y( ) och y( ) dAy®- 2y¢+2y =35(t- ) och y(0)=y€0)=0.

L&sning:
Laplacetransformera differentialekvationen: Y (S) - 2sY (9 +2Y(s) =3e ™
1
Losut Y(S): Y(§) =5———3e ™ = Lze's”.
S -2s+2 (s- 1y +1
3 3 .
Atertransformera forst ————— : LY > y=3e'sint
(s- D" +1 1(s-1) 1%
DAblir y(t) = U(t- m)3e" " sin(t- x).

3P, P
De sbkta vardena ar y(3—2p) :U(B_Zp -m)3e? sin(3—2p -m)=3e2.

Pyvou®. yzer “an® - 1) =
y(2) U(2 7 )3e sm(2 ) =0

R N P
SVAR: De sokta vérdena &r y(;) =3e? och y(E) =0.

Del 2

11. En tank som rymmer 20 liter innehdller fran borjan 15 liter rent vatten. Vid tiden t =0 pumpas en |6sning

in med hastigheten 5 liter/min med koncentrationen 10 gram/liter.

Samtidigt vid t =0 Oppnas en kran sa att utflodet av tankens innehdl blir proportionellt, med

proportionalitetskonstanten k, mot I&sningens volym i tanken.

a) Stall upp en differentialekvation som modellerar méangden salt i tanken som funktion av tiden.

b) Bestam limA(t), dar A(t) & mangden salt i tanken vid tiden t, uttryckt i proportionalitetskonstanten K.
t® ¥

25
c) Bestéam proportionalitetskonstanten k om man vet att A(1)= o gram.

L&sning:
a) La A(t) varamangden salt i tanken vid tiden t.
Vi erhdller f6ljande differentialekvation ( Y =5x10- kV(t) Et))

Forenkling ger ——

=50- KA() .

b) Vi gor en kvalitativ analys av den autonoma differential ekvationen.

dA(t) _
dt

Stationar 16sning & A(t) = % :
Nu 6ver till det endimensionellafasportréttet.



For A(t) < 5k 2 dd(t) > 0, funktionen véxer, och for A(t) > — 0, dd’Et) <0, funktionen avtar.
> A
k
> —
" N , 50
Det sokta grénsvérdet lim A(t) = —
t®¥ k

¢) Vi loser den uppstéllda differential ekvationen,

d’?j‘it) +kA(t) =50. Den & linjér med konstanta

koefficienter och dessa losning erhalles som summan av allménna homogena | 6sningen och en
partikulérlsning. Den alméannaldsningen & A(t) = Ce +%) :

Vid starten finnsinget salt. Dettager 0= A(0) = C +il? C=- 5—l?

Vi f&r A(t) =—k(1- e’™).

vmkoretA(l):§ er A(l) = 25:@(1_ k)

dA(t)
dt

1:1- ek, e"‘:—1 ,e&=2 k=Inz.
2 2
) —_

SVAR: @) ——= =50- KkA(t). b)IlmA(t)—

12.a) Definiera begreppet fundamentalmangd av |6sningar till en homogen linjér differentialekvation
av ordning tva.

b) Till en andra ordningens linjér differentialekvation med konstanta koefficienter har foljande
|6sningar foreslagits: y, = 36 * +5e™, y, =7, y, =4’ * - 9e¥ y, = 7(e2x)2

Kommentera detta forslag samt bestédm en fundamentalméangd av 16sningar.

c) Betrakta en linj&r homogen differential ekvation med konstanta koefficienter som svarar mot

fundamentalmangden av l6sningar i b) och med koefficienten framfér andraderivatan lika med ett.
Bestam den allménna | sningen till motsvarande inhomogena differential ekvation, da dess hdgerled ar

g(x) = 25e*.

a) {yl, y2} ar en fundamentalmangd av |6sningar till en homogen linj&r differentialekvation av
ordning tvdom 'y, och 'y, satisfierar differentialekvationen samt &r linjért oberoende.

b) Vi soker tvalinjart oberoende Iosningar. Dessalosningar & paformen y = Ce™ ty
differentialekvationen har konstant koefficienter. Dettainnebar att y, = 7€ ¢ & aktuell.

De 6vrigagér bra Vi véljer den enklaste uppséttningen: y, =€ * och y, = €**.

En fundamentalmangd av l6sningar &r {e X e“}

DessalOsningar satisfierar differentialekvationen (D- (- 1))(D - 4)y =0 dvs y@¢- 3y¢- 4y =0 .
c) Den inhomogena differentialekvationen & y@- 3y¢- 4y =25

z@+ 4zC¢+ 4zC¢+162- 3(zC¢+42)- 4z=25

Vi soker en partikulérldsning.

Sit y=e*z, ye=e®z¢+ 4%z , y@= " z¢0+ 4e* 2+ 46V 20+ 16e™ 2.

e™zt+ 46 20+ 4620+ 16€ *2- 3(eV 28+ 4e%2) - 4e™z= 25e™ | z¢+ 5z¢= 25.

Ansitt z =cx. Inséttning ger 0+5c = 25 , ¢= 5. En partikul&rlosning & y, = 5xe™

Den allménnal6sningen till den inhomogena differentialekvation & summan av allménna homogena
[Gsningen och en partikul &rldsning.

Vi f&r y= Ae *+ Be” +5xe™.

SVAR: a) Se ovan. b) En fundamentalmangd av |6sningar & {e X e4x} .C)

y=Ae *+ Be™ +5xe™.



13. a. Definiera begreppet fundamentalmatris for systemet X¢=AX.
b. Harled en partikul&rl6sning till det linjarasystem X ¢= AX + F , da en fundamental matris
gesav F .

8 - 20 o6
c. Bestdam en partikul &rl6sning till systemet X¢=81 OEX +C 1 *,da0<t<m.

sint9

L &sning:

a. | en fundamentalmatris bestar kolonnernaav n stycken linjart oberoende IGsningar till det linjara systemet
X¢=AX, dar A & en nxn-matris.

b. Vi utgdr fran den allménna homogena l6sningen, vilken kan skrivas:. X = FC, C & en konstant vektor.
En partikularlésning ansdttes som: X ; = F U, dar U & en tidsberoende vektor.

Inséttning i systemet av differentialekvationer ger: F ®J + FU¢=AFU +F.

Kolonnernai fundamentalmatrisen F bestar av linjart oberoende |6sningar till det homogena systemet.
Detta innebér att varje kolonn uppfyller det homogena systemet och sdledes uppfyller dven

fundamental matrisen detsamma, med andra ord géller att F ¢= AF .

Vi erhdlerdd AFU+FU¢C=AFU+F , FU¢=F. Losut UC.

Multiplicera med fundamentalmatrisensinvers. Den existerar ty det F 1 0. Vi erhdller U¢= F'F.
Integration ger: U = (‘j:'let.Vi har erhdllit X | = F(‘j:'let.

c. Vi bestammer forst tvalinjart oberoende [6sningar till det homogena systemet och anvander déarefter
variation av parametrar, se b., for att bestamma en partikuldrlésning till det inhomogena systemet.

For att erhdllalosningar till det homogena systemet bestammer vi egenvéardenatill matrisen A =§L) -01;.

1 -A
komplex egenvektor. Bestam en egenvektor till egenvardet A =1i.

0=det(A- Al)=

‘ =A*+1, A =+i.Vihar erhdllit komplexa egenvarden och bestammer dden

- 1 “

Vi soker icke-trivialalGsningar till systemet gsl .lgv =0, vilkagesav v = rlg i rnlR.

En komplex l6sning & Z = eitg'el.o.
e-19
Realdel respektive imaginérdel av den komplexa ldsningen ger oss tva linjart oberoende |6sningar.

Vi omformar den komplexalésningen: Z = (cod +isint)i g);+ igego’ :
| -

geosts gsnto . S
ReZ = &Sint o och ImZ = & o ar tvalinjart oberoende |6sningar till det homogena systemet.

ost@

ost sint g
Variation av parametrar innebér att vi behdver en fundamentalmatris F =% . :
esint - costg

E ikularl hall X =F 1880% | blir F™* ost snt g
n partikul &rl6sning erhélles som =FcF- dt. Inversenblir =Y . .
P g P o (;i esint - costg
€sint9?
_Fre ® 0 @ 6 cost- sintin(sint)g
O° ¢ L-dt=0p-costd =g | Gntye X0 = tsint + cost In(sint)o
€gint @ € sint 9

cost- sintin(sint)g

SVAR: a Seovan. b. Seovan. c. En partikularlésning & X = dtsint +cost In(sint)
etsint + cost In(sint) @



14 Betrakta en smal stav. L&t dess temperatur ges av u(x,t).
Dess ena énde hdlles vid den konstanta temperaturen 0°C och dess andra énde &r isolerad.
Vidtident = 0 & stavens temperatur u(x,0) = 4cos3 X - 4cos7 X.

Detta ger upphov till f6ljande problem:

-:-utcl::ugt,0<x<%,t>0

!
fugo.t) = u(g,t) =0,t>0
i
t

Bestdm stavens temperatur som funktion av 1&get och tiden.

L dsning:

Vi bestdmmer I6sningar pa formen u(x,t) = X(x)T(t).
Inséttning i differentialekvationen ger X(x)T &t) = X &x)T(t) .
T4 _ X&X)
T(t)  X(x)

u(x,0) =4cos3 x- 4cos7 x,0< x< g

= konstant = A..

L . . . . | X&x)- AX(x)=0
Vi far ett system av ordindra differentialekvationer: | )
TTE€) - AT(t) =0

Dessa ekvationer &r linjara med konstanta koefficienter och 16ses med karakteristisk ekvation.
Vi betraktar den forsta ekvationen och fér tre skilda fall att undersoka.

Dessaar foljande: A >0, A =0 och A < 0.

A=u’, ul R A =0 Ar=-u’ ul R

X&) - u’X(x)=0 X&x)=0 X&x)+u’X(x) =0

X(x) = Ae” +Be ™ X(x)=Ax+B,  X(x)=A,cosux+ B,sinux

Randvillkoren och variabel separationen ger oss foljande villkor: X§0)T(t) =0, X(%)T(t) =0, t>0.

Divideramed X(x)T(t) :

Dessaskal gdlaféralat >0.
Dettager: X¢0) =0, X(%) =0.

Nu dver till detre fallen. Vi behdver &ven derivatan X&X) .

A=’ ul R A =0 A=-u’, ul R

X(x) = Ae™ + Be ™ X(x) = AX+B, X(x) = A;cosux + B, sinux

X€x) = u(Ae™ - Be"™) Xd&x)=A X&x) = u(- A sinux + B, cosux)
Insdttning av villkoren ger.

A=u’ ulR A=0 A=-p% ulR

X§0) =w(A - B)=0 X40) =A,=0 X%0) =u(B;) =0
X()=Ae?+Be 220 X()=B,=0  X(3)=A,cosuz +B,snp =0
S L
1A2+e"2)=0 1A,=0 jAcosuz =0

Den enda icke-trivialalésningen erhdllesi fallet A = -u”, ul R.

Dé&erhdlles u=2n+1 ,nT N ochIésningen har formen X(x) = B, cos(2n+1)x .

Motsvarande t-ekvation har lésningen T(t) =C,e"* = C,e @™ ™.

Vi far varalosningar till den partiella differentialekvationen och som uppfyller de givnarandvillkoren pa
formen u (x,t) = X(x)T(t) = BC, cos(2n+1)x & @™,

Aven linjarkombinationer av sddana |6sningar &r |&sningar.



¥
Vi erhdller u(x,t)= 8 b.e @ cos(2n +1)x .
n=0
Det dterstar att bestdmma koefficienterna.
Dessa erhdlles med hjédlp av det givna begynnelsevillkoret u(x,0) = 4cos3 x - 4cos7 X .

¥

Insdttning ger: u(Xx,0) :é_ b,cos(2n+1)x =4co0s3x- 4c0S7 X
n=0

Identifiering ger att alla utom tva koefficienter &r lika med noll.

Vi fér b, = 4 och b, = -4. Den soktalésningen & u(x,t) = 4 * cos3x - 4e
SVAR: Den sbkta lésningen & u(x,t) = 4e * cos3x - 4e*" cos7x .

9 cosTX .

SVAR:

15. For att exempelvis modellera bindningars vibrationer i molekyler anvands
dy a&a & 1

+e-xxY ==Y.
o &7 2

foljande forenklade modell, -

20 w (11
a) Visaatt differential ekvationen ng- X 2y =0 kan krivas som i@&:){ Xzyaj ;g;’ Xzya

d dg
Not att —(f +
otera ( +Q) = dx
25 5
b) Los y#? ); =y =0 genom att sétta f(x) = gd+X2y—' i ekvationen

5 &
o(Ijx ?;i Xzya ;gi BJU -} och seclan bestamma f (). Svaret y(x) far innehdlaenintegral.

LdAsning:

xyQU_ x€sly xyou d égly  xypu xéosly xyeu_
Ekvati en— —+; omf till — 0.
8 Ekvation %dx o2& 2%dx @U omestl @ ax T 2ot 28ax 20
Vi utvecklar vanstra |edet.

d sy xyou xédy xysu_dy y xdy xdy x°y_
+= — === . ==
B 2 28ax 200 o 2 20 2dx 4
d2y X2 6
82 4zy Ovsy.
. agly xy0. xyQ_ x Eoely XYOU df(X)
b) Insétt f =¢— + i ekvati — ———
) Insdtning av f(x) =g+ 1 ekvationen %dx 2H 28 2" 5 10
Vi har en linjar differentialekvation ( Den &r &ven separabel )
Vi l6ser den som linjér och omformar ekvationen ( X)X f(x) =0.

2 2
X X< X
A = dx -

En integrerande faktor & ¥ =g . Multiplicera ——= df () ) z f(x) =Omede *.
dx

df(X) x -X qd .2 0 S x
e“—-—e“f =0, —¢Ce *f(X)¥=0,e *f(x)=C, f(X)=Ce*..
B¢ 109=0. e T (0=C. 10
. ) aly xy0 LS
N till ekvat f =¢—+—<med = Ce*.
u over till ekvationen f (x) 8dx Yk f(¥=Ce

Upprepa proceduren ovan.



X2 2

X X x2 X X & Xj x x2 x2
g+ﬁ:ce41e4$/+e4iy:Ce4e4,Egye4+:Ce21ye4:C(\?2dX+D
dx 2 dx 2 dx e [}

Vifar y=Ce * p?dx +De *

X X X

SVAR: @) Seovan. b) Det soktasvaret & y(X) = Ce * Cp2dx+ De “.



