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1. Fourierserien är 1
2a0 +

∑∞
n=1(an cos nx + bn sinnx), där

an =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos nxdx, n ≥ 0, och bn =

1
π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx, n ≥ 1.

Härav fås

πan =
∫ π

0
x cos nxdx = {partiell integration} =

[
sinnx

n
x

]π

0

−
∫ π

0

sinnx

n
dx

=
[cos nx

n2

]π

0
=

cos nπ − 1
n2

=
(−1)n − 1

n2

för n ≥ 1 och

an =

{
0, om n jämnt och n ≥ 1

− 2
πn2 , om n udda och n ≥ 1.

Vidare är

πa0 =
∫ π

0
xdx =

[
x2

2

]π

0

=
π2

2

och a0 = π/2. Dessutom fås med en partiell integration

πbn =
∫ π

0
x sinnxdx =

[
−cos nx

n
x
]π

0
+

∫ π

0

cos nx

n
dx

=− cos nπ

n
π +

[
sinnx

n2

]π

0

= (−1)n+1 π

n

och bn = (−1)n+1 1
n för n = 1, 2, 3, . . ..

Kalla Fourierseriens summa i punkten x för S(x). f är styckvis deriverbar. För
−π < x < π är f kontinuerlig och det följer av en känd konvergenssats att S(x) =
f(x) för dessa x. Dessutom följer att S(π) = 1

2(f(π+) + f(π−)) = 1
2(0 + π) = π

2 .
Av periodiciteten följer också att S(−π) = S(π) = π

2 .

2. Vi inför den inre produkten

(f, g) =
∫ ∞

−∞
f(x)g(x)e−x2

dx

i rummet L2(R, e−x2
). Då fås

||f ||2 =
∫ ∞

−∞
|f(x)|2e−x2

dx och
∫ ∞

−∞
| cos x− p(x)|2e−x2

dx = || cos x− p(x)||2.
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Vi skall alltså minimera || cos x − p(x)|| då p varierar i rummet S av polynom av
grad högst 1. S spänns upp av Hermitepolynomen H0(x) = 1 och H1(x) = 2x, och
enligt teorin fås minimum då p är ortogonala projektionen av cos x på S, d v s

p(x) =
(cos x,H0)
||H0||2

H0(x) +
(cos x,H1)
||H1||2

H1(x).

Enligt BETA är ||H0||2 = (H0,H0) =
√

π. Vidare fås

(cos x,H1) =
∫ ∞

−∞
cos x 2xe−x2

dx = 0

ty cos xxe−x2
är en udda funktion. Man får också

(cos x,H0) =
∫ ∞

−∞
cos x e−x2

dx =
∫ ∞

−∞
(cos x− i sinx)e−x2

dx

=
∫ ∞

−∞
e−ixex2

dx = F(e−x2
)(1) =

√
πe−1/4

enligt BETA, ty sinx e−x2
är en udda funktion. Härav följer

p(x) =
√

πe−1/4 1√
π

= e−1/4, x ∈ R.

3. Vi inför polära koordinater x = r cos θ, y = r sin θ. För x2 + y2 = 1 fås
u(x, y) = cos3 θ = 3

4 cos θ + 1
4 cos 3θ ty enligt en formel i BETA är cos 3α =

4 cos3 α−3 cos α. Enligt teorin är rn cos nθ harmonisk för n = 0, 1, 2, . . .. Lösningen
blir därför u = 3

4r cos θ + 1
4r3 cos 3θ och för x2 + y2 ≤ 1 fås

u(x, y) =
3
4
x +

1
4
r3(4 cos3 θ − 3 cos θ) =

3
4
x + r3 cos3 θ − 3

4
r3 cos θ(sin2 θ + cos2 θ)

=
3
4
x + x3 − 3

4
xy2 − 3

4
x3 =

3
4
x +

1
4
x3 − 3

4
xy2.

4. Enligt Plancherels formel är∫ ∞

−∞
f(x)g(x)dx =

1
2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω)dω. (1)

Vi sätter f(x) = e−|x| och g(x) = 1
x sinx. Enligt BETA är

f̂(ω) =
2

1 + ω2
och ĝ(ω) = πχ(ω), där χ(ω) =

{
1, |ω| < 1

0, |ω| > 1.

Plancherels formel ger att den sökta integralen (1) är lika med

1
2π

∫ ∞

−∞

2
1 + ω2

πχ(ω)dω =
∫ 1

−1

1
1 + ω2

dω = 2
∫ 1

0

1
1 + ω2

dω

=2[arctanω]10 = 2arctan 1 = 2 · π

4
=

π

2
.
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5. Z-transformering av an+2 = 8an+1 − 16an med villkoren a0 = 1 och a1 = 8
ger

x2A(z)− z2 − 8z = 8z(A(z)− 1)− 16A(z),

där A(z) är Z-transformen av (an)∞0 . Härav följer A(z)(z2 − 8z + 16) = z2 och
A(z) = z2(z − 4)−2. Vidare fås

A(z)
z

=
z

(z − 4)2
=

(z − 4) + 4
(z − 4)2

=
1

z − 4
+

4
(z − 4)2

och A(z) =
z

z − 4
+

4z

(z − 4)2
.

Invers Z-transformering ger sedan enligt BETA an = 4n + n4n = (n + 1)4n,
n = 0, 1, 2, . . ..

6. cos 2t = 1 − 2 sin2 t ger sin2 t = 1
2 −

1
2 cos 2t = 1

2 −
1
4e2it − 1

4e−2it och f(t) =
1
2 t− 1

4e2itt− 1
4e−2itt. t har Fouriertransformen 2πiδ′(ω) enligt BETA och eiatt har

transformen 2πiδ′(ω − a) för a ∈ R. Härav följer

f̂ = πiδ′(ω)− 1
4
2πiδ′(ω−2)− 1

4
2πiδ′(ω+2) = πiδ′(ω)− 1

2
πiδ′(ω−2)− 1

2
πiδ′(ω+2).

7. Problemet är

uxx = t2ut, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 1 (2)

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ≥ 1 (3)

u(x, 1) = 2 sinx + 3 sin 2x, 0 ≤ x ≤ π. (4)

Vi sätter u(x, t) = X(x)T (t) och (2) ger X ′′T = t2XT ′ och X ′′/X = t2T ′/T . Vi
sätter

X ′′

X
=

t2T ′

T
= −λ,

där λ är en konstant. Man får X ′′ +λX = 0, X(0) = X(π) = 0 och t2T ′ +λT = 0,
d v s T ′ + t−2λT = 0. Problemet för X har lösningar X = sinnx, n = 1, 2, 3, . . .,
svarande mot λ = n2. För T fås ekvationen T ′ + (n2/t2)T = 0. Denna ekvation
har integrerande faktor e−n2/t och multiplikation ger

e−n2/tT ′ + e−n2/t n
2

t2
T = 0 d v s

d
dt

(e−n2/tT ) = 0.

Härav följer e−n2/tT = C och T = Cen2/t, där C är en konstant. Det följer att
un = Anen2/t sinnx, n = 1, 2, 3, . . ., uppfyller (2), (3). Även u =

∑∞
1 Anen2/t sinnx

uppfyller (2), (3). Här är An konstanter.
Villkoret (4) ger

u(x, 1) =
∞∑
1

Anen2
sinnx = 2 sin x + 3 sin 2x.

Härav fås A1e = 2, A2e
4 = 3 och An = 0 för n ≥ 3. Man får A1 = 2e−1, A2 = 3e−4

och lösningen blir

u(x, t) = 2e−1e1/t sinx + 3e−4e4/t sin 2x.
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