Institutionen for Matematik, KTH

Losningsforslag till
TENTAMENSSKRIVNING

5B1202 DIFFERENTIALEKVATIONER OCH TRANSFORMER II, DEL 2
ONSDAGEN DEN 20 DECEMBER 2006, KL 14.00-19.00

1. Fourierserien &r fag + > oo (an cosnz + by, sinnz), dér

1 (" 1 /"
anp = — f(z)cosnxdr, n>0, och b,=— f(z)sinnxdz, n > 1.
T ) _x TJ
Harav fas
T . , sinnz |7 ™ sinnx
Tan :/ x cosnz dr = {partiell integration} = x| — / dz
0 n 0 0 n
B [cosm:}7r _cosnm—1  (=1)"—1
L2 o n? N n?
for n > 1 och
0, om n jamnt och n > 1
a =
" W22, om n udda och n > 1.
Vidare ar

™

T 2 2
ﬂ'a():/ rdx = [ZC] -
0 2 1, 2

och ap = m/2. Dessutom fas med en partiell integration

. cosnx 17 T cosnx
b, = rsinnxdr = |— x| + dx
0 n 0 0 n

_ cosnm {sinnﬂv}7r _ (_1)n+1ﬁ

2
n n 0 n

och b, = (=1)""L for n =1,2,3,....

Kalla Fourierseriens summa i punkten z for S(z). f &r styckvis deriverbar. For
—m <z < &r f kontinuerlig och det féljer av en kénd konvergenssats att S(z) =
f(x) for dessa z. Dessutom foljer att S(w) = L(f(r+) + f(7—)) = 3(0+7) = Z.
Av periodiciteten foljer ocksa att S(—m) = S(7w) = 3.

2. Vi infér den inre produkten
> — 2
(ho) = | sl s
—00

i rummet L2(R,e~*"). D4 fas

HﬂFz/ @) P da “ht/ |cosz — pla)Pe " d = || cos z — p(a)| .

—00 —00



Vi skall alltsd minimera || cosz — p(x)|| d& p varierar i rummet S av polynom av
grad hogst 1. S spénns upp av Hermitepolynomen Hy(x) = 1 och Hi(z) = 2x, och
enligt teorin fas minimum da p &r ortogonala projektionen av cosx pa S, d v s

pla) = 5 (o) + S o),

Enligt BETA ir ||Ho||? = (Ho, Hy) = /7. Vidare fas
(cosx, Hy) = / cosz2ze ' dr =0

ty coszze~® &r en udda funktion. Man far ocksi

o (o9}
(cosz, Hy) —/ cosze ¥ dw —/ (cosz — isinx)e_xzd:r

— 00 —0o0

:/OO —ix x dl'_]:( 7x2)(1) :\/77_671/4

—0o0

enligt BETA, ty sinz e~ #r en udda funktion. Hirav foljer

1
plz) = re Vi— =/ zeR.
NZs

3. Vi infér polira koordinater z = rcosf, y = rsinf. For 2> + y?> = 1 fas
u(x,y) = cos®@ = 3cosf + }cos30 ty enligt en formel i BETA #r cos3a =
4 cos® a—3 cos a. Enligt teorin ar r” cos nf harmonisk fér n = 0,1, 2,.... Losningen
blir darfor u = ir cos 6 + 3 cos 30 och for 2 4+ y? < 1 fas

3 1 3 3
u(z,y) =4 + 17"3(4 cos®f — 3cosf) = Yid + 13 cos? 0 — 17‘3 cos f(sin? @ + cos® 6)

4. Enligt Plancherels formel ar

/f /fg M

Vi siitter f(z) = e/l och g(z) = L sinz. Enligt BETA ir

s 2

1, |wl<1
=17z

och g(w)=mx(w), dirx(w)= {0 o] > 1

Plancherels formel ger att den sokta integralen (1) &r lika med

1 o[>~ 2 | b
— ——7x(w)dw = ——dw =2 dw
27 J_ oo 1+ w? 11+ w? o 1+w?

=2[arctan w](l] =2arctanl =2- Z —




5. Z-transformering av an49 = 8apy1 — 16a, med villkoren ag = 1 och a; = 8
ger
22 A(2) — 2% — 82 = 82(A(2) — 1) — 16A(2),
dir A(z) &r Z-transformen av (a,)5°. Hirav foljer A(2)(2? — 8z + 16) = 22 och
A(z) = 2%(2 — 4)72. Vidare fas
A(z) z (z—4)+4 1 4 z 4z
Pl ey P Py} vy ey poys R Gy prpy

Invers Z-transformering ger sedan enligt BETA a, = 4" + nd"™ = (n + 1)4™,
n=0,1,2,....

6. cos2t =1—2sin®t ger sin’t = 1 — Lcos2t =

: : 5= 3 3 — 3e% — 27 och f(t) =
3t — et — Le7%¢. ¢ har Fouriertransformen 27id’(w) enligt BETA och €'t har

transformen 27’ (w — a) for a € R. Harav {6ljer
P 1 1 1 1
f=mié'(w)— Z27ri5’(w—2) - 1271'2'(5/(@0—!—2) = 7id (W) — §7Ti5/(w—2) - §m'5/(w+2).

7. Problemet ar

Ugy = t2us, 0<z<m t>1 (2)
u(0,t) = u(m,t) =0, t>1 (3)
u(z,1) = 2sinx 4 3sin 2z, 0<z<m. (4)

Vi sitter u(x,t) = X(2)T(t) och (2) ger X"T = t2XT" och X"/X = t*T'/T. Vi
satter < e
X T
dir A dr en konstant. Man far X” +AX = 0, X(0) = X () = 0 och t*T' + \T = 0,
dvs T +t2\T = 0. Problemet for X har 16sningar X = sinnz, n = 1,2,3,...,

svarande mot A = n?. Fér T fas ekvationen 7" + (n?/t?)T = 0. Denna ekvation
—n2/t

_)\’

har integrerande faktor e och multiplikation ger

d —n2/t
— T)=0.
G )
Hérav foljer e N = Coch T = 06”2/t, dir C' &r en konstant. Det foljer att
Un = Ape™/tsin nx,n=1,2,3,..., uppfyller (2), (3). Aven u = > {° Ape’/tsinna
uppfyller (2), (3). Har ar A,, konstanter.

Villkoret (4) ger

2
el 4 e_”z/t%T —0 dvs

[e.9]
u(x, 1) = Z Ane™ sinnz = 2sinz + 3sin 2z.
1

Hirav fas Aje = 2, Ase* =3 0och A, =0f6r n > 3. Man far A; =2e~ !, Ay = 3e™*
och 16sningen blir

w(x,t) = 2e” e/t sinz + 3e et sin 22



