Forslag till losningar till tentamensskrivning
2005-05-25 1 5B1202/2, Diff. och Trans. II, del 2

Uppgift 1. Da f ar en jamn funktion fas

1 K
by, = — f(z)sin(nz)der =0 forn>1
™ —T
och
1 ™ 1 4
an = — f(z) cos(nzx)dx = —/ (1 — M) cos(nzx)dz
) . wJ_s é

= %/06 cos(nm)(l — %)dm

Partiell integration ger

_ 2gysin(nz) o w\10 2 6sin(nm)1 .
an = [ (1 )] + /0 d

T n 6/l w n 6
2 cos(nx)d 2 ..
== [ _ rE? )}0 =— (1 —cos(nd)) forn > 1.

Vidare galler

ao=%/j<1—§>dw=§</jdw—§/jm>= (-37)=36-9)- %

Fourierserien ar

2. 2 1—cos(nd)
2 o+ ; an cos(nz) + by, sin(nz)) = z:: S cos(nz).

Da f ar kontinuerlig och styckvis deriverbar foljer av en kind sats att Fourierserien
konvergerar for alla z i intervallet [—m, w] och att summan &r lika med f(z). O

Uppgift 2. Satt f(zx) = |z|'/3 for —1 < x < 1. Vi skall bestiimma b#sta approxi-
mationen till f i rummet S av polynom av grad hogst 2. Vi infor inre produkten

- /_ @iz

i rummet L?(—1,1). Motsvarande norm ges av

£l = (f, )Y = (/1 @) ",

Vi skall minimera ||f — p||> d& p € S dér S &r det linjéra delrum av L?(—1,1) som
spanns upp av Legendrepolynomen Py, P; och P,. Losningen ges av

p = ortogonala projektionen av f pa S.

D& Py, P, och P, utgdr en ortogonal bas for delrummet S av L2(—1,1) map den
inre produkten ovan fas




2

Vi har att
1
Py(z)=1, Pi(x)=z och Py(z)= 5(3372 —1).

Hérav foljer

1 1
3 13
= 1/3 = 1/3 e — 4/3 - _
(f, Po) /_llscl dx 2/0 2 3dx 2[43; ]0 5
och
1 1 1 1
(faPz)=/ Iw|1/3§(3w2—1)dx=/ x1/3(3m2—1)dx:/ (3273 — 2'/%)dg

(a3 a0 Bt 9 3 18-15 3
_[310‘7” 1" ]0_10 4~ 20 20

(f,P1) =0ty f jamn och P, udda medfér att fP; ar udda. Enligt BETA galler
|1Pall® = 2/(2n + 1),

vilket ger ||Py||? = 2 och || P||*> = 2/5. Hirav foljer

_32 3y

(faPO) (faP2) 2

3 3, ., 9, 3 3 9, 9
= — —_— — ]_ = — _—_——_— = — —_—

1768 V=% "1 66" T16

|

Uppgift 3. Lat {a,}° ha z-transform A(z). Da har {a,+1}5° z-transform z A(z)—4z
och {an42}s° har z-transform 22A(z) — 422 — 23z. z-transformering av formeln
ant2 = 9any1 — 14a, ger

22 A(z) — 42° — 232 = 92A(2) — 362 — 14A(2)
och man far A(2)(2% — 9z + 14) = 422 — 132. Hirav foljer

_ 2(42—13)
AQ) = e
och
A(z) 4z — 13

2z (z=T(z-2)
Partialbraksuppdelning ger

Alz) 3 . 1
2z z=T z-=2
och man far
3z z
A —
(2) 2=7 z-=2

Invers z-transformering ger

an=3-T"+2", n=01,2,...
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Uppgift 4. Funktionen e~ har Fouriertransform Vrla e=?/(49) f5r ¢ > 0 enligt
BETA s. 314. a =1 ger att e~*" har Fouriertransform \/776_”2/4. a =1/8 ger att
e—t*/8 har Fouriertransform

[ T —w?/(1)2) _ |\ Jgro—2w°
/8 e 8me .

Integralekvationen kan skrivas f * e~ =e=%"/8 och Fouriertransformering ger
flw)me" It = Vare=2",

Hirav foljer f(w) = 2v/2e~7"/4. Enligt BETA s. 314 har e~%" invers Fourier-

transform .

dra

o—12/(4a)

Harav foljer

-

—t%/7 _ 2\/5642/7‘

f(t) = 2\/5\/TW6 \/7_7r

O

Uppgift 5. Lat f och f’ ha Fourierkoefficienter f(n) och f’(n) D4 giller f’(n) =
inf(n) for n = 0,%+1,%2,.... D& [T f(z)dz = 0 foljer ocks att f(0) = 0. Hirav
foljer att R R R R

F) < [l Fm)] = Jinfn)| = |F(m)| forn € 2,

vilket ger

(1) fj IFn)P? < fj O
Parsevals formel medfor att - -

2) 3 | i@ = S Fm)P
och -

© [ 1r@ra =3

[ r@rd s [ i@

-7 -7

Uppgift 6. Funktionen f ges av

0, r< -1
fey={ -z, -1<z<1
22, z>1.
Harav foljer att
0, z<—1
fllz)=<¢-1, -1<z<1

2z, x>1,
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dar f'(x) betecknar derivatan av f i punkten z. Definiera en funktion g genom

0, z< -1
2¢, z>1.

Definitionen av derivata i distributionsmening ger for ¢ € S att

(@) = —f(g) = - [ " @) (w)da = — /

-1

1 [eS)
(—x)go'(x)d:c—/l 2 (z)dx

= [partiell integration] = [p(z)z]' ; — [1 o(z)dz — [p(x)2?]5°

+ /100 o(z)2zdz = (1) + (1) —/ p(z)dz + ¢(1) + /100 2zp(z)dz

oo

= o(—1) + 20(1) + / 9(@)p(@)dz = 6_1(0) + 26:(0) + 9().

—0o0

Harav foljer att f' = d_1 + 261 + g dir f' dr derivatan i distributionsmening av f.
(Har definieras distributionen &, av d,(p) = (a).) O

Uppgift 7. Vi sétter u(z,y) = X(2)Y (y) och Laplaceekvationen ger X" (z)Y (y) +
X(z)Y"(y) = 0 och
X"(x) _ Y'"(y) _

= ==\
X(z) Y(y)
Man far
XII X —
A 0 och Y"—XY =0.
X(0)=X(m)=0
Problemet f6r X har icke-triviala l6sningar for A = n2, n = 1,2,3,. .., och 16sningarna

ar X, (z) = sin(nz). Problemet for Y har motsvarande 16sningar
Yo(y) = Cre™ + Dype™™

dar C,, och D,, ar konstanter. Om vi satter

oo

u(x,y) = Z(Cneny + Dpe ™) sin(nx)
1

s& uppfyller u ekvationen Au = 0 och randvillkoret u(0,y) = u(w,y) = 0. De tva
ovriga randvillkoren ger

o

u(z,0) =Y (Cn + Dy)sin(nz) = fo(z) = i A, sin(nz)

1

och
oo

u(z,1) = Z(Cne” + Dpe ™) sin(nz) = f1(z) = Z By, sin(nz).
1 1
Konstanterna C,, och D,, skall darfor uppfylla

Co+D,=A4,
Cphe™ + Dpe™™ = B,.



Vi 16ser ut C,, och D,, och far

_ Bp—Ape™ ™"
Cn = Z2on5—
Dn — Ape™ — By

en —eg—n *

Hérav foljer

Cem 4 Do = Bne" — Ane™e " + Apete ™ — Bpe ™
2sinh(n)

— A,e~(1=%) B, 2sinh(ny)

2sinh(n) 2sinh(n)
_ . sinh(n(1 —y)) sinh(ny)
= 4n sinh(n) + Bn sinh(n)

> sinh(n(1 —y)) sinh(ny)\ .
; ( s1nh( ) + B, sinh(n) ) sin(nx).

A,enr(1-v)

och 16sningen blir




