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1. Berdkna riktningsderivatan i riktningen (1,1) till funktionen f(x,y) = e @ i punkten
(x,y) = (1,2).

Svar. Vi har
filw,y) = =2z —y)e =
fylay) =2z — y)e
Lat v = 27Y2(1,1). DA blir riktningderivatan f.(1,2) = v-gradf(1,2) = 271/2(2et —2¢71) = 0.

2. Skriv mangden
H={(r,y,2) eR*; 2> —42* —9* =0, z<0}

som en funktionsgraf.

Svar. Av ekvationen z? — 422 — y? = 0 har vi att z = +/422 + y2. Vi har vidare att z < 0,
vilket ger att mangden H ar funktionsgrafen till funktionen f: R* — R som skickar (z,y) —

]

3a. Bestam den linjira approzimationen till funktionen f(x,y) = x>y +x+y+1 i en omgivning
till punkten (z,y) = (1,1).
3b. Uppskatta approzimationens fel i omrdadet {(z,y) e R* ; y=1, |z —1] < 1}
Svar 3a. Vi har

fol@ y) =2zy +1

fo(w,y) = 2" +1
vilket ger f(1,1) = 4, f;(1,1) = 3 och f;(1,1) = 2, sa att den linjéra approximationen &r
z=4+3x—-1)+2(y—1).

Svar 3b. Taylors formel ger

Flo 1) =443 — 1)+ S f(6 D~ 177

for nagon punkt (£,1) pa linjen mellan (1,1) och (z,1), sa felet |f(z,1) —4 — 3(z — 1)] &r
begrénsat av 12(z — 1)* < 1/16.
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4. Omradet D bestams av olikheterna x > 0 och y > 3x. Berdkna den generaliserade integralen

/ / exp(—y?) dzdy.

Svar. Vi definierar omradet D,, med olikheterna = > 0, n > y > 3z. Detta ger att

/ / exp(—y?) dxdy = hm / / exp(—y?) dxdy.

Vi skriver D,, som méangden 0 <y <mn,och 0 <x < gy. Itererad integrering ger

1

//n exp(—y?) dady = /0”</03y exp(—y®)dx)dy = /0" %y exp(—y?)dy = [—éexp(—yZ)]g.

Integralen Gver omréadet D, blir (1 — exp(—n?)), och det foljer att den sokta integralen &r .

5. Ellipsoiden 422 +9y*+ 2% = 97 och konen x* +4y* — 2% = 0 gar bada genom punkten (3,2,5).
Bestam en tangentvektor till ytornas skdrningskurva i (3,2,5).

Svar. Lat f(x,y,2) = 42 + 9y* + 2% och g(x,y,2) = 2* + 4y* — z2. Da &r i punkten (z,y, 2)
vektorn grad f(z, y, z) normal till nivaytan f(z,y, z) = 97 och gradg(z, y, z) normal till nivaytan
g(x,y,z) = 0. Tangentvektorn ar vinkelrdt mot bada dessa normalvektorer och dérfor parallell
med vektorprodukten gradf(z,y, z) x gradg(z,y, z).

Vi har

gradf(z,y, z) = (8z,18y, 2z)
gradg(z,y, z) = (2z,8y, —22)
vilket 1 punkten (3,2,5) ger tangentriktningen

€ €y €
gradf(3,2,5) x gradg(3,2,5) =| 24 36 10 | = (—520,300,168).
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6. Berdkna volymen av kroppen som begrinsas av paraboloiden z = x* + y* och konen z =
Va2 + 2.

Svar. Vi ser att volymen begransas av

2+ y? <z < a4 y?

0<z?+ y2 <1,
eftersom ytorna skir varandra i punkten 22 4+ y? = 0 och pa cirkeln 2% + y?> = 1. Med polira
koordinater blir volymen

1 pr 1 3 4
2 d2)rdr = 2 2 o dr = op[— — L p =T
7T/O(/T2 z)rdr 7T/0(7” r2)dr 7T[3 4]0 G

och att



7. Bestdm punkten (x,y,z) pa ytan z = e~ (@ H)/2 gom ligger narmast origo.

Svar. Avstandet till origo ar /22 + y2 + 22. Vi ska darfor minimera 22 + y2 + e~ @*+¥*) Gyer
(z,y) € R% Lat r = /22 + ¢ och minimera f(r) = r2+ e, Vi har f/'(r) = 2r(1 —e™"") >
0. Funktionen f ar darfor viaxande med ett minimum i 7 = 0. Det minsta avstandet ar da

70) = 1.

8. Lat f vara en differentierbar funktion. Figur 1 visar definitionsomradet till funktionen, med
nagra nivakurvor inritade. I omradet mellan de angivna nivakurvorna antar funktionen bara
mellanliggande varden.

8a. Ange i figuren de punkter (z,y) sadana att funktionsvérdet i dessa punkter ar 1. (1 poédng)

8b. Ange i figuren punkterna dar df/dy = 0. (1 poéng)
8c. Ange i figuren punkterna déar df/dz < 0. (2 poéng)
,:,"7' >‘\'v‘v P }/‘ )
‘/" i

FiGURE 1. En mojlig 16sning av tal 8.

Svar 8a. Mangden {(z,y) € R* ; f(z,y) = 1} &r den roda kurvan i figuren.

Svar 8b. Villkoret f;(z,y) = 0 betyder att gradienten &r i riktningen (1,0). Gradienten &r
vinkelrat mot nivakurvan sa vi soker punkter dar nivakurvan ar vertikal. Detta ar den svarta
kurvan i figuren.
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Svar 8c. I de punkter dér f!(z,y) = 0 &r nivakurvan f(z,y) = ¢ horisontell. Dessa punkter
bildar en kurva (grén). Till vinster om denna kurva ér f/(x,y) > 0 och till héger ar f(x,y) < 0,
vilket ar den sokta streckade bla mangden.

9. Nollstillemdngden till ekvationen 4x? + 9y* = 13 beskriver en ellips E. Kurvan + borjar i
punkten (—1,1) och foljer ellipsbagen E medurs fram till punkten (—1,—1). Berdikna

/F~dr,
”

ndr F dr vektorfdltet ¥ (z,y) = @(—y, ).

Svar. Vi ser att %—I;} — % = 0, dar F} och F5, ar komponenterna till vektorfaltet F'. Vektorfaltet

F ir ej definierat i (0,0). Betrakta cirkeln med radie v/2, och centrerad i origo. Cirkeln gar
genom de tva punkterna A = (—1,1) och B = (—1,—1). Vi later ¢ vara den delen av cirkeln
som gar fran B till A, moturs. Kurvan 0 parametriseras av

r(t) = (V2cos(t),V2sin(t)) te [—Zﬂ', Zﬂ']

Kurvan v sammansatt med kurvan § avgréansar ett omradet R. Da origo inte &r med i R kommer
vektorfiltet F vara konservativt pa R, och Greens sats ger

/F-dr+/F-dr:0.
¥ é
Vi har att

e T (—/2sin(t), V2 cos(t)) (st s
/gF d _/_fﬂ (V2 cos(t))? + (v/2sin(t))? (=V2sin(t), 2 eos(t))dt

_ /i7r 2sin’(t) + 2 cos?(t) gt — /

3 2 sin?(t) + 2 cos2(t)

N[

T 3
1dt = —.
%Wd 57

Vilket betyder att den sokta integralen ar —%7?.

10. Férvilka a € R kan F(x,y) = (y, ax) vara gradient? Ge exempel pa en kurvintegralegenskap
som galler speciellt for vektorfalt som dr gradienter.

Svar. Ett nédvéndigt villkor for att F = (P, Q) ska vara gradient dr att P, = @, vilket
ger 1 = a. Vi kan nu bestimma en potential U sadan att U,(z,y) = y och U,(v,y) = =,
ty integration i a-led ger U(x,y) = zy + f(y) for nagon funktion f. Derivering ger sedan
U,(7,y) =z + f'(y) och viser att U(z,y) = xy ar en potential till F, dvs. F dr gradienten av
U.

Kurvintegraler [ F-dr dir F = (U, Uy) kan skrivas [ F-dr = U(y1) — U(72) om kurvan v

borjar i 7, och slutar i vq; dvs kurvintegralen ar oberoende av vagen.



