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1. Lat A = [ -2 5 0. Avgoér om det finns nagon matris C' sadan att
0 0 2

C~'AC ir en diagonalmatris.

—1-X 4 0
Losning: Da det(A — AE) = det -2 5-X 0 =1-X2-NB-X)
0 0 2-A
ser vi att matrisen har 3 olika egenvirden. Och eftersom olika egenvirden hor till
linjért oberoende egenvektorer finns alltsa en bas bestaende av egenvektorer till A
som darfor kan diagonaliseras.

Svar Ja

2. Beridkna integralen // y? dody, déir D = {(z,y) : 42> + 49> < 1, z > 0}.
D

Losning: D &r en halvcirkelskiva med radie 1/2. Vi gar 6ver till poldra koordinater,
anvinder att sin?v = (1 — cos2v)/2 och far att

w/2 1/2 1 w/2 1— 92
// v dedy = / / 3 sin® vdrdv = — S gy =
D —7m/2J0 64 —7/2 2 128

2et
3. Lat f(z,y) = L In(zy + 1). Gor nu tva saker:
x
A. Bestdm en ekvation for tangentplanet i punkten (2,0, 1) till ytan med
ekvation z = f(x,y).
B. Berikna ett ndrmevérde till f(9/5, —1/5) genom att anvénda Taylorpoly-
nomet av forsta graden till f i punkten (2,0). (Felet behéver ej uppskattas.)

Losning: A. Vi deriverar och far 0f/0x = —2e*/2* — y/(zy + 1), vilket betyder
att 0f/0x(2,0) = —1/2, och 0f/0y = 8e¥/x — x/(xy + 1), vilket betyder att
J0f/0y(2,0) = 2. Tangentplanets ekvation kan alltsa skrivas z = 1—(1/2)(z—2)+2y.
B. Eftersom uttrycket till hoger om likhetsteckning i tangentplanets ekvation ovan &r



precis forsta gradens Taylorpolynom till f far vi det sokta narmevérdet: f(9/5, —1/5)
ar ungefér lika med 1 — (1/2)(9/5 —2) +2(—1/5) = 7/10.
Svar: A. z =1—(1/2)(x — 2) 4+ 2y. B. 7/10.

4.  A. Bestdm, om sa dr mojligt, en potentialfunktion till kraftfaltet
F(x,y) = (23 — 3zy?, y* — 32%y) i R?.
B. Berékna det arbete som kraftfiltet F utrédttar langs linjen 3x + 2y = 0
fran origo till punkten (2, —3).

Losning: A. En eventuell potentialfunktion U uppfylla att OU/0x = 23 — 3zy* och
integrering av detta ger att i sa fall maste U(x,y) = 2*/4 —32%y*/2+ g(y) for nagon
funktion ¢g. Derivering av U med avseende pa y och jamforelse mellan detta och
y® — 3%y ger att vi kan vilja g(y) = y*/4 och fa att U(x,y) = z'/4+y*/4—32%y*/2
ar en potentialfunktion. B. Nu kan vi berédkna den givna kurvintegralen genom
U(2,-3)—U(0,0) = —119/4.

Svar: A. U(z,y) = 2*/4 + y*/4 — 32%y?/2 B. —119/4.

(CC? y? Z)

5. Berikna flodet av vektorfiltet F(z,y,2) = — o ut genom cylinderytan
z Y

som beskrivs av 22 + 32 =2, -2 < 2z < 2.
Svar: 87. For 16sning se 6vningsboken sid 185.

6. Avgor om f(z,y) = e (1 — arctan(z® + 2y?)) har en lokal extrempunkt i
origo.

Losning: Funktionen &r tre ganger kontinuerligt deriverbar i hela planet. Vi Taylor-
utvecklar e och 1—arctan(x? 4+ 2y?) och far enligt entyghetssatsen (alternativt kan
vi derivera den givna funktionen som den star och fa samma resultat) att Taylor-
polynomet av grad 2 till f runt origo ges av

TP(z,y) =142y — 2> —2y> =1 — (z — y/2)* - (15/4)y*

Forsta ordningens derivator av f &r bada 0 och den kvadratiska formen &r negativt
definit. Origo ar alltsa en lokal maxpunkt.

SVar: Ja, Lokalt max.

7. Om ytan z = 22 + zy + 10, 522 + y? < 5, beskriver ett terriingavsnitt i en
bergskedja — var i terrédngavsnittet, och i vilken riktning, &r bergets lutning
storst?

Losning: Satt f(z,y) = 2% + xy + 10. Lutningen i olika riktningar ges av riktnings-
derivatan till f, som i sin tur 4r mindre &n eller lika med ldngden av gradienten. Vi
soker alltsa de punkter dér |grad f| maximeras. Vi har att

lgrad f(z,y)| = |22 + y,x)| = /522 + y? + day.



Eftersom kvadratrotsfunktionen &r monoton réacker det att maximera uttrycket, som
vi kan kalla g, under rottecknet. Vi ska alltsa maximera g(z,y) = 5x? + y* + 4y
nir 5x2 + y?> < 5. Vi ser att funktionen #r kontinuerlig och omradet kompakt,
och darfor maste ett storsta virde finnas och det maste antas pa randen eller i
en kritisk punkt (det finns inga singuldra punkter). Vi deriverar forst g och far
att de partiella derivatorna &r noll i origo och endast i origo. For (z,y) pa randen
giller att 522 + y?> = 5 dvs y = +£v/5 — 522, —1 < 2 < 1 och for sadana punkter
ar g(z,y) = b £ 4dxvb—522 = h(z), —1 < z < 1. Dennaa envariabelfunktion
(egentligen tva funktioner, en fér 4+ och en for -) ar deriverbar pa hela det &ppna
intervallet mellan -1 och 1 och kontinuerlig &nda ut till &ndpunkterna varfér max
finns och antas antingen i en kritisk punkt eller i en &ndpunkt. Vi deriverar och far
W (z) =0« 40 — 8022 = 0 < o = £1/4/2. Vi har alltsa tva kritiska punkter, 2 =
+1/ V2 och tva dndpunkter = £1. Fér var funktion g betyder detta att max tas
i nagon av punkterna (0,0), (£1,0), +(1/v/2,+/5/2). Jamfor vi funktionsvirdena i

dessa punkter ser vi att max dr v/5 + 2v/5 som antas i punkterna +(1/v/2,/5/2).
som alltsa dr de punkter pa berget dar lutningen &r storst. Riktningen ges av grad f
i dessa punkter och ar £(1/v/2)(2 4+ v/5,1).

SVar: Lutningen &r storst i +(1/v/2, \/5/2. i riktningarna (respektive) 4(1/v/2)(2+
V5,1).

8.  Bestdm avbildningsmatrisen fér den linjara avbildning som i en omgivning
av origo bést approximerar

re¥® 4 2y
F(z,y,2) = [In(1-y*) +y+=
sin(zy + 32)
och avgoér om F &r lokalt inverterbar néra origo. Om sa ar fallet: kan du
skriva upp eller approximera inversen?

Losning: Jacobimatrisen for F éar

e¥? rze¥* 42 ryey?
Je(z,y,2) = 0 et 1
ycos(xy +3z) xcos(xy+3z) 3cos(zy + 32)

I origo far vi
1 2 0
Jr(0,0,0)=(0 1 1
0 0 3

vilket &r avbildningsmatrisen for den linjéra avbildning som bést approximerar var
F néra origo. Eftersom determinanten av denna matris ar 3 vilket dr skilt fran noll
sa dr matrisen och ddrmed den linjéra avbildningen inverterbar. Det foljer att dven
F &r inverterbar lokalt. Inversen kan jag inte skriva upp men jag kan approximera



den. Eftersom (Jz') = (Jr)~! har vi (efter lite Gausselimination) att den linjira
avbildning som bést approximerar inversen har avbildningsmatris

1 -2 2/3
0 1 -1/3
0 0 1/3

9.  Bestdm masscentrum for den homogena kropp K som beskrivs av olikhe-
terna 22 + 3% < 22 <1 — 22 — 9%, 2 > 0. Tips: masscentrums koordinater

S v dadydz Sy dvdydz i [/ z dzdydz
T [ dedydz " T [ dedydz " [, dadydz

Svar: (0,0, (3/16)(2 + v/2)). For 16sning se 6vningsboken sid 144.

Tm

10.  Formulera och bevisa Greens formel for det fall da omradet ar kvadraten
som ges av olikheterna |z| <1, |y| < 1.

Se laroboken sidan 335-336.



