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1. LatA= (4 _3
matris D sa att D = C1AC.

. Bestam, om mojligt, en matris C' och en diagonal

Eftersom A ar symmetrisk éar det klart att det gar. Den karaktéristiska ekvationen
(3—=X) (=3 —=X\) — 16 = 0 har I6sningar +5 som alltsa &r egenvirden till matrisen

A. For egenvirdet 5 loser vi ekvationssystemet 35 4 Uy = 0 och
4 —3-5) \v 0

2 : . e
ser att (1) ar en egenvektor horande till detta egenvirde. Pa liknande sétt fas att

(_12> ar en egenvektor horande till egenvéirdet —5. Det foljer nu att vi kan viélja

. : (2 1 (5 0
de sokta matriserna som C = <1 _2) och D = (0 _5) .

2.  Beridkna volymen av den begrinsade kropp K i xyz-rymden som
begrinsas av paraboloiden z = 22 + y? och planet z = 2x.

De bada ytorna skér varandra niir 22+y? = 2z dvs nér (r—1)2+y? = 1. Projektionen
pa xy-planet av K &r alltsa méngden D av de punkter (x,y) som uppfyller
(x —1)2 +y* < 1. Vi far den sokta volymen som:

Vol(K) = // (22 — 2% —y*) dxdy = {x = 1 +rcosv, y = rsinv}
D

_/O% (/01(1—7"2)7°d7") av="1.

3. Bestim en ekvation fér tangentplanet till ytan z = ye™ 2 + 1 i
punkten (1,2,3). Lat sedan f(z,y) = ye”Y"? + 1 och anvind ekvatio-
nen for tangentplanet (linjir approximation) fér att berikna ett
nirmevirde till f(9/10,12/5).

Vi soker tangentplanet till z = f(z,y). Vi deriverar och far 0f/0x = y?e™ =2
som i den aktuella punkten har viirdet 4, och 9f/0x = ™2 + zye™ 2, som i
den aktuella punkten har virdet 3. Ekvationen for tangentplanet blir alltsa z =



34+ 4(x — 1) + 3(y — 2) vilket ocksa kan skrivas 4x + 3y — z = 7 om man hellre vill
det. Den sokta linjara approximationen siger att f(9/10,12/5) ungefér ar lika med
3+ 4(—1/10) + 3(2/5) = 19/5

4. Berikna det arbete som vektorfiltet F = ((1 + 2y)e™, x%e™ + °)
utfor lings den del av kurvan y = 4—2? som ligger i 6vre halvplanet
(y > 0) genomlépt med start i (2,0) och slut i (—2,0).

Om det finns en potentialfunktion U(z,y) sa maste

4
Ulx,y) = /(3326“/ + ) dy = ve™ + yz + C(x)

dér den godtyckliga funktionen C i sa fall kan bestammas ur OU/0x = (1 + zy)e™.

Vi ser att C' = 0 funkar och U(z,y) = ze™ + y*/4 ir en potentialfunktion till det

aktuella vektorfiltet. Det sokta arbetet A fas nu genom

A= /F-dr =U(-2,0)—U(2,0) = —4.
v
(Det dr ocksa mojligt att 16sa uppgiften genom att byta vég, men da maste man

forst kolla att villkoret 0Q /0x = OP/0y &r uppfyllt.)

5. Berdkna minsta avstandet till origo fran planet 3z + 2y — z = 10
pa tva olika siatt: A. Utan hjilp av derivering. B. Med hjilp av
derivering.

3
A. Planet har normal n = | 2 | sa den punkt pa planet som ligger ndrmast origo
—1
kan fas som tn for nagot tal t. Insdttning i planets ekvation ger 9¢ + 4t 4+t = 10, dvs
t = 5/7. Narmsta punktens koordinater ar alltsa (15/7,10/7,—5/7) och det sokta

avstandet dr /50/7.

B. Vi anvinder Lagranges metod for att hitta minimum av f(x,vy, z) = 2%+ y* + 2*
under bivillkoret g(z,y, z) = 3x+2y—2z—10 = 0. Detta minimum &r kvadraten pa det
sokta avstandet. Det dr klart att minimum finns eftersom f &r kontinuerlig 6verallt
och vi kan utesluta alla punkter utanfér nagot stort slutet klot runt origo och de
punkter inne i det klotet som uppfyller att g = 0 utgoér en kompakt mangd. Eftersom
bada dessa funktioner dr C' och har nollskilda gradienter utanfér origo maste i en
optimal punkt galla att grad f = Agrad g for nagot tal A. Det ger ekvationssystemet



2x = 3\
2y =2\
2z ==\
3r+2y—2—10=0

vilket kan losas genom att man ersétter A 6verallt med y (enl andra ekvationen)
och z i den tredje ekvationen med 3z + 2y — 10 (enl fjarde ekvationen). Det ger
l6sningen © = 15/7,y = 10/7, = = —5/7 och det minsta vérdet for f ar 50/7.
Minsta avstandet alltsa 1/50/7.

(En alternativ 16sning for B ar att 16sa ut z = 3z 4+ 2y — 10 pa planet och sedan
minimera f(x,y,3z + 2y — 10) = 22 + y* + (3z + 2y — 10)? = h(z,y) - jag ger inte
detaljerna hir, svaret blir detsamma.)

6. Berikna flodet av vektorfiltet u = (z,1+2y,3+4z2) ut ur cylindern
som ges av 22 +3y?> < 1, 0 < 2z < 1. Var ar flédet stérst - genom
mantelytan 22 +y?> = 1, 0 < z < 1 eller genom nagon av de bada
cirkelskivorna 2> +¢y?> <1, z=0och 22 +y* <1, 2 =17

Kalla cylindern C'. Det sokta flodet kan berdknas med divergenssatsen till

// u-NdS = /// diva dxdydz = /// Tdxdydz = Tm.
aC c c

Pa bottencirkelskivan D ar z = 0 och N = (0,0, —1) vilket ger att flodet ut genom
den &r [[, —3dS = —3x. (Negativt flode betyder inflode. )

Pa toppcirkelskivan T" &r z = 1 och N = (0,0, 1) vilket ger att flodet ut genom den
ar [[,7dS =Tr.

Det foljer av detta att flodet ut genom mantelytan &ar 37. Storsta flodet sker genom
toppcirkelskivan 22 + 92 <1, z = 1.



7. Du far foljande information om en funktion f, vars partiella deri-
vator av ordning tre existerar och ir kontinuerliga i hela R?:

of of Of

f<172):17 f(_l;l)_27 %(1722)_8_?;(172)_072 %(_171>:1
of R P PR SR
§(—1,1)_2, 87822(1,2)_5, axa%g,z)_m, ay2(1,2)_1

f _ oo, f
g (LD =5, S (LD =1, G5(-11)=3.

Bestim Taylorpolynomen av grad 2 till f i de bada punkterna (1,2)
och (—1,1). Ar det mdjligt att med den givna informationen avgéra

om f har ett lokalt minimum i ndgon av de bada punkterna? Gor
det i sa fall.

Vi far de bada Taylorpolynomen:

1
Fh@miﬂ:1+§®ﬁ+ﬂwm+k%

och

1
quwjg:2+h+2h+§wﬂ+wm+3ﬁ)
I punkten (—1,1) &r df/0x och df /0y nollskilda. Darfor kan det INTE vara en lokal

minpunkt.

I punkten (1,2) &r forsta ordningens partiella derivator noll sa vi gar vidare och
studerar den kvadratiska formen. Karaktéristiska ekvationen (5—\)(1—X)—100 =0
har 16sning A = 3 £ /95, dvs ett positivt och ett negativt egenviirde. Detta &r alltsa
en sadelpunkt och INTE en lokal minpunkt.

8. Beridkna masscentrum for den &dndliga homogena kropp K som
begrinsas av ytorna z = 2 — 22 — y? och z = 3%, Tips: masscentrums
koordinater (z,,, Ym, 2m) ges av

_ [[ [ © dedydz
ffdexdydz ’

T Ym och z,, analogt.

Med hjélp av ett symmetriresonemang (eller med hjélp av att resp integral riknas
ut) fas att x, =y, = 0. Aterstar z,,. Forst tar vi ndmnaren, dvs volymen av K. De
bada ytorna skir varandra nir 2 — 22 — y? = y? dvs nér 22 + 2y? = 2. Projektionen
av K pa xy-planet ér alltsa 2? + 2y* < 2, som vi kan kalla D. Volymen av K &r:



///Kd:cdydz = //D(z — 2% — 2y*) dwvdy = {x = V2r cosv, y = rsinv}
= /OZW (/01(2 - 2T2)\/§rdr) dv = /2.

Sedan ger vi oss pa téljaren:

///sz:cdydz = //D {z;} :xQ—y2 dady = //D((Q — 2 — ) —y) dody =

{ =V2rcosv, y = rsinv}

= /027r (/01(2 — 2r2(1 + cos 20) /2)(2 — 2r2)\/§rdr) dv = 5\/%.

6

(Vid nagot av de sista likhetstecknen anviindes den trigonometriska formeln cos? v =
(14 cos2v)/2 samt att integralen av cos2v 6ver intervallet fran 0 till 27 &r noll.)

Vi ser att masscentrums koordinater blir (0,0,5/6).

9. Ge den matematiska definitionen av begreppet riktningsderivata,
dvs definiera matematiskt vad som menas med derivatan i rikt-
ningen v av en reellviard funktion f i en punkt a i R". Formulera
och bevisa sedan den sats som siger att riktningsderivatan kan
berdknas genom att man tar skaldrprodukten mellan gradienten
till f och vektorn v.

Se kursboken.



10. Ett nytt samarbete ska starta mellan Ostermalms Tekniska
Hogskola och Smockholts Universitet som gar ut pa att de tva an-
rika ldrositena ska skapa en cykeluthyrning tillsammans. Det blir
tva uthyrningsstillen, ett paA OTH och ett pa SU. Man far hyra
cykel pa morgonen pa valfritt uthyrningsstille och ldmna tillbaka
den pa kvillen vid valfritt uthyrningsstéille. Enligt en djuplodan-
de unders6kning som gjorts kommer 88 procent av de cyklar som
finns vid SU en given morgon innan uthyrningen bdérjar att finnas
kvar vid SU nista morgon innan uthyrningen boérjar, medan 12
procent av de cyklar som finns vid SU en given morgon kommer
att finnas vid OTH nista morgon. Pa samma siitt finns 92 pro-
cent av de cyklar som finns vid OTH en given morgon kvar vid
OTH niista morgon medan 8 procent da aterfinns pa SU. Profes-
sor Per Bil vid Smockholts Universitet pastar att det hir betyder
att alla cyklar till slut kommer att finnas vid OTH. Har han ritt?
Still upp undersokningens resultat som en matrismodell for hur
manga cyklar som finns vid SU respektive OTH efter n dagar och
beridkna griansvirdet da n gar mot oidndligheten. Anta att det finns
100 cyklar pa varje stélle nidr uthyrningen boérjar dag 0.

Om vi later z,, beteckna antalet cyklar vid SU dag n och y, antalet cyklar vid OTH
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dag n sa ar (yo) = (100) och
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lang sikt kommer det att finnas 80 cyklar vid SU och 120 cyklar vid OTH.

PS. T de sista tva likheterna i utrdkningen har anvénts att 2 x 2-matrisen har
egenvirden 1 och 0,8 (beriknade precis som i uppgift 1 ovan) med egenvektorer

(g) resp (_11), samt att begynnelsevektorn (}88) far koordinater 200/5 resp

100/5 om dessa egenvektorer anvinds som bas.

vilket har gransvéirdet < 80



