Losningar till tentamen i kurserna SF1619(5B1133) och SF1621(5B1141)
Analytiska metoder och linjir algebra II.

Linjir algebra
1. L&t A vara T :s standardmatris.Dess kolumner ar 7 (1,0) och 7' (0,1) resp.

4 6
=> A= [ } . Eftersom determinanten inte dr noll (utan -2) ar avbildningen

injektiv, dvs tva olika punkter kan inte avbildas pd en och samma punkt.

2. Fragan avgors av om ekvationen C,v, + C,v, + C,v, + C,v, = 0 endast har triviala
16sningen eller om det finns odndligt ménga I6sningar. Ekvationen ger systemet
1 1 2 3 0
1 0 3 5 0 |. Ett homogent system med fler variabler dn ekvationer har

2 3219 0

alltid odndligt manga losningar. Alltsd dr S en linjirt beroende mangd. For att se
om vektorn (0,1,0) kan uttryckas som en linjdrkombination av vektorerna byter vi
ut nollvektorn mot denna vektor i systemet ovan:

1 1 2 3 0 1 1 2 3 0 11 2 3 0
1 0 3 5 l|=>|0 -1 1 2 l|=->|0 I -1 -2 —1}.
23219 0 0 1 -2 13 0 0 0 1 15 -1

Detta ger odndligt manga 16sningar dvs vektorn (0,1,0) kan uttryckas som en
linjdrkombination av de givna vektorerna.

3. Viserdirekt att 4 ar symmetrisk for a =0 vilket krivs for ortogonal diagonalisering.
Vi soker matrisens egenvarden :
1-2 4 a
4 7-1 a’+a :—(1+ﬁu)[(/i—l)(/1—7)—16]=—(l+ﬂu)(/12 -81-9)=0.
0 0 —(1+4)
Detta ger egenvdrdena A =-1,-19. A =9 har ett en-dimensionellt egenrum. Fragan
om diagonaliserbarhet beror pa dimensionen hos egenrummet till 4 =-1. Vi soker
egenvektorerna for olika virden pa a :
2 4 a 0 2 4 a 0
4 8 a*+a 0|—=>|0 0 a*—a 0|. Om a=0, sifir vi en parameter i

00 O 0 0 0 O 0

16sningen och egenrummet blir en-dimensionellt. Da kan vi endast finna tva linjért
oberoende egenvektorer till 4 som da ej dr diagonaliserbar.

Om a =1 fér vi tvd parametrar 1 16sningen och egenrummet blir tva-dimensionellt.
D4 kan vi finna tre linjart oberoende egenvektorer till 4 som da ar diagonaliserbar.
Fallet a = 0 behandlades inledningsvis.



9 12
P4 matrisform kan ekvationen skrivas x’ Ax+ Kx—-75=0 dir A= {12 16} och

K = [— 10 70]. Vi vill diagonalisera 4 ortogonalt och sdker egenvirden och egenvektorer.

Lat P vara den matris som diagonaliserar 4 ortogonalt. Kolumnerna i den &r orto-
normala egenvektorer till 4 . Karakteristisk ekvation ar

9-4 12
=(A-9)(A1-16)-144=A(1-25)=0=>1=0,25.
12 16-4
Normerade egenvektorer soks:
9 12 0 34 0 1|—4
A=0: — —
12 16 0 0 0 O 51 3

—>p=
-16 12 0 4 -3 0 _ 1|3
A=25: - —>p=-
12 -9 0 0 0 0 504

3
Viviljer P= %L } = det P = +1 och koordinattransformationen x = Px" dr en

rotation. Insittning i matrisekvationen ovan ger
5 0}

(PX) APX)+K(Px)-75=0= (X) (P"AP)x +KPx'-75=0.D4a P'4P= { 0 o

1|3 -4 . |
och KP=[-10 70]—[ }=[50 50] far vi med x=[ }
514 3 y

. 425 0 X x s Lo,
[ »] |+[50 50] 7 |-75=0= (x)* +2x'+2y'=3 = 0 . Kvadratkomp-
0 0]y y
. , 2 , . x=x"+1 B
lettering ger (x'+1)° +2(y'-2) =0. Med koordinatbytet ¢ = 5 som dr en
Yy =y-

translation fas slutligen (x"')Y +2y'=0= y = —%(x’ ") dvs kurvan #r en parabel.

Flervariabelanalys

5. Riktningsderivatan i riktningen u gesav D_f =Vf-u diar Vf =(f,,f,) och
riktningsvektorn u uppfyller ||L_l|| =1. Vf-u-= ||Vf ||||LT ||cos€ = ||Vf ||cos6? ar som
storst dd vinkeln @ mellan Vf och u dr O radianer. D4 fis D. f(1,2) :||Vf (1,2)”.

V= (y—— L x— 10y )= Vf(1,2) = (1,-3) . Det storsta véirdet r alltsa
X+ y X+ y

(1-3)| =10 .




6. De kritiska punkterna fas ur systemet
f,=3x>+6y-9=0 (1)
{fz =6x+6y=0 (2)
punkterna &r dé (-1,1) och (3,-3) . Vi undersoker karaktiren:
A=f,=6x, B=f,=6,C=f,=6=>D=AC—-B*=36x-36.
(-1,1): D <0 sadelpunkt, (3,—3):D >0, 4 >0 minpunkt.

= 3(x* —=2x-3)=0= x =-1,3. De kritiska

dxdy (1- (x +y ))
7. Lat D hetscirkelski Da f3 dz ~ - Zdxd
) vara enhetscirkelskivan. D4 fas ‘”\/7)(!) ” m xXay .

(1-r) Ax

Poldra koordinater ger nu '[d 0 '[ rdr = ES

0
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8.  Eftersom f &r kontinuerlig och omradet &r slutet och begransat antas ett storsta och ett

minsta viarde. Detta sker 1 en kritisk punkt eller en randpunkt eftersom singuldra punkter
saknas. Omrédet dr en origocentrerad cirkelskiva med radien 3 . Vi studerar forst det inre:

{Jf(l _3 0 = (3,0) som inte 4r en inre punkt. Vi studerar sedan randen x* +y° =9
) =X — =

och anvinder dd Lagranges multiplikatormetod:

Lat L(x,y,A)=(x=3)y+A(x> + y> —9) . Vi far systemet

L=y+2x =0 ()

L,=x-3+24y =0 (2) Ur (1) och (2) fés/lz—%:—(xz—_;):xz—fix:yz
Li=x>+y>-9=0 (3)

Inséttning i (3) ger 2x° —3x-9=0=>x= 3,—% . x=3= y =0 dvs punkten (3,0).

3, 27 343 343

X = - =y = o = y= +T vilket ger punkterna (— —) med funktions-

2743
4

viardena *+

. Dessa ér de storsta resp minsta virdena eftersom f(3,0)=0.

9. Lat det inneslutna omradet K begrinsas av ytan S .Vi anvinder divergenssatsen.
Flodet ges av ytintegralen



”(xzy,—yz 4z%)-NdS = J.J‘J.(2xy -2y +8z)dxdydz = ”(j. (2xy -2y +8z)dx)dydz =

oz
”[xzy —2xy + 8zx]2dydz = 16“Zdydz =16 9J. dyj-zdz = 16}2\/9 —z7dz =
D 0 D 0 0 0

10.. Lat y= f(x,z) =+/1-(x*> +2%). Det ger

X' 42’ dxdz
dS =~ (f)* +(f))* +1dxdz = \/—+1dxdz =——— . Detta ar projek-
\/ 1 1 1_(x2+22) '1_(x2_+_22)

tionen av ytelementet pd xz — planet. Ytans projektion dr omrddet D som i x — led be-

grinsas av cirkelbdgarna x = ++/1-z> ochi z—led av linjerna z = Vi obser-

\/_

veraratt x° +y> =1-2z" pd S och far:

s o )
j j dx = 2jdz=2ﬁ.

= [[——L—ds =
Q .[S.[ /x2+y2 as II\/I—— 71 = /\5

Alternativt kan man anvianda sfairiska koordlnater.




