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1. Man far att

=-1#0,

120
211
101
vilket medfor att vektorerna u, v och w bildar en basi R3.

Koordinaterna (x,y,z) for vektorn (3,4,2) i denna bas uppfyller

u=x(1,2,1) + ¥(2,1,0) + 2(0,1,1) = (3,4,2),
vilket ger ekvationssystemet
x + 2y =3
{ 2c+ y+z=4

xX+ +z=2

och vi finner att x =1,y =1,z = 1.

2. Vi har

{u=2x—y {x=u+v
=S

vV=y-—x y=u+2v
samt grad f = (2x + 3y, 4x — 5y) = (f;, f;). Kedjeregeln ger

gu=lc-xy+fy - yu=Q2x+3y)1l+ (4x-5y)1=6x—-2y=6u+v)-2u+2v)=4u—-2v
och

o=l xp+fy-yy=02x +3y)1+(4x—5y)2=10x — 7y = 10(u + v) — T(u + 2v) = 3u — 4v,
alltsa

grad g = (g;, g;) = (4du — 2v, 3u — 4v).

‘ Svar: (4u —2v, 3u — 70)‘

3. Funktionen fl(x,y) = x3 —y2 — Tx2 + 2xy + 9x &r definierad i hela xy-planet = defini-

tionsméngden innehéaller inga randpunkter.

De partiella derivatorna till f &r definierade i varje punkt i xy-planet = det finns inga
singulédra punkter till f.

Kritiska punkter fas ur
fri=38x2-14x+2y+9=0 = 3x2-12x+9=0= x=1, x=3
fy="2y+2x=0 = y=x
alltsa punkterna (1,1) och (3,3).
Vihar A =f,,=6x—14, B=f,;=2, C=f,,=-2 och AC — B2 =24 — 12x. Man far:
I(1,1) &r AC-B2=12>0 och A =-8 <0 = en lokal maximipunkt.
I (3,3) éar AC-B2=-12 <0 = en sadelpunkt.

Svar: Lokal maximum i (1,1).‘

4. Lat
P=X2+2y ch Q=2xzy+3x.
1+xy 1+xy
Vi har

P; = x%y? + 2xy + 2 o Q. = 2x2%y? + 4xy + 3
(1 + xy)2 (1 + xy)?



Lat D beteckna kvadraten 0 <x <1, 0 <y < 1. Enligt Greens formel far man

[Pax+Qay =”(Q;—P§) dxdy =dedy = areanav D = 1.
r D D

.S gesav z2=2-x-y = nds= * (-2, -2y, 1)dx dy = (1,1,1) dx dy. Vid projektionen av S pa
xy—planet fas triangeln D med hornen i punkterna (0,0), (2,0) och (0,2).

'”(z,y,x) ‘nds = _U(2 —x—y,y,x) (1,L,L1)dxdy = J:[2 dxdy =2 arean av D = 4.

S D D

. ” (3x + 2y) dxdy = j dx 2:fx(3x +2y) dy = j [32y +y2]2_xdy - j (4 + 2 — 6x2) dx =
D 0 x 0 x 0

= [4x +x2—2x3]1=3.
0

. Det tillatna omradet dr kompakt och funktionen ar kontinuerlig = det finns ett stérsta och
ett minsta védrde till funktionen. Extrempunkter finns bland kritiska punkter enligt

féljande:

Omrédets inre (y > x2, y < 4): Kritiska punkter maste uppfylla villkoret f; = f, = 0. Har
ar f; =2# 0 = inga kritiska punkter i omradets inre.

Pa linjen y =4: f(x,y) =2x +y = 2x + 4 &r striangt vixande = inga kritiska punkter.

P& parabeln y = x2: f(x,y) = 2x +y = 2x + x2 = g(x). Kritiska punkter maste uppfylla
villkoret g’(x) =0, alltsd 2 +2x =0 = x=-1, y = 1.

Skiarningspunkterna mellan parabeln och linjen: (x2,4).

Sammanfattningsvis far man alltsa tre kritiska punkter (-1,1) och (x2,4). I dessa punkter
fas f(-1,1) = -1, f(-2,4) =0 och f(2,4) = 8 alltsa

‘ Svar: storsta vérdet 8, minsta —1.

. Variabelsubstitutionen

u=x+y,
V=X +2z,
w=y+z
ger funktionaldeterminanten
dx,y,2) __1
d(u,v,w) 2
och
dxdydz = %dudvdw.
Sa
2 2 2
_X*Y  gedydz =1L L qudvdw =
J.IJ;J.(x+z)(y+z) Y 2-': J: J:

2
2
3 [o 0 el ] 05

1

|Svar: (In 2)2.|




9. Vi soker forst en potentialfunktion U, som alltsa uppfyller F = grad U, det vill sdga
U, = 2xyex’ +7
Uy=2y +(1+y)e+Y
Den forsta ekvationen visar att
Us=ye+7+g(y),
diar g(y) &r en deriverbar funktion av y. Detta ger att
U, =1 +ye *v+g(y),
varefter jimforelse med den andra ekvationen leder till att
gy =2y
dvs
gy)=y*+C
och
U=ye<'+7+y2+C
vilket innebéar att det sokta arbetat blir lika med
(1,0)
| Far-U0,0- 002 =4-2e2,
(0,2)

Svar: —4 — 2e2.

10. Spektralsatsen medfér att egenviardesekvationen fér symmetriska reella matriser har
enbart reella rotter. Lat ¢ vara en sddan rot och 1at v vara motsvarande egenvektor, dvs
Av =tv, v #0.

Vi far da
A?p = A(Av) = Atv = tAv = t?v
och
(A2 +Ew =A% +Ev =t%v +v = (2 + Dv.
Enligt antagandet &r A2 + E = 0, si vi far att ¢2 + 1 = 0, vilket strider mot att ¢ &r ett reellt

tal. Den erhéallna motsidgelsen medfor att det inte finns nagon sadan matris.




