Losningsforslag till tentamen i SF1619, den 2008—05-19.
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) Om en punkt har koordinaterna (x,y) i det gamla

e—systemet och (u,0) idet nya f-systemet sa har vi C): C(Z) och (Z‘):Gl C)
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vilket insatt i ekvationen 5x —4y =1 ger 3u + 2v = 1.

Svar allmant: a. (5,4)

b. (7,6)
c. 3u+2v=1
2. Vi har
- 3 _4x+y—6)—(4x — 22)
T 8x +yz—20 (x +y—6)2
£ = z +_ 4dx—2z
7 Bx+yz—-20 (x+y-—6)?2
y _ 2 +y-—6)

Z=

3x+yz—-20 (x+y-—6)2

och i punkten (5,2,3) fas grad f = (13,17,4). Tangentplanet ges av ekvationen
(grad f)- (x-5,y-2,2-3)=0

dvs
(13,174) - (x -5,y —-2,2-3)=0

alltséa

Svar: 13x + 17y + 4z = 111.

3. Funktionen
flay) = 23 + 3x2 — 6xy + y2
ar definierad i hela xy—planet = definitionsméngden innehaller inga randpunkter. De
partiella derivatorna till f &r definierade i varje punkt i xy-planet = det finns inga
singuldra punkter till f. Kritiska punkter fas ur
{f;=3x2+6x—6y=0
fy=2y—-6x=0
Vihar A=f;=6x+6, B=f;,=-6, C=f), =2.
I punkten (4,12) fas AC —B2=24 >0 = extrempunkt, A =30 >0 = minimipunkt.
I punkten (0,0) fas AC —B%2=-24 <0 = sadelpunkt.

< (0,0) eller (4,12).

‘Svar: lokal minimum i (4,12).‘

4, J-J 2x dxdy J. dy J 2x dx = J [x2]yldy = 311—1-%2 dy =;'1)-(1 —y)dy



|Svar: 112,

5. Lat
P=%"  och Q=25 +3x
3+ xy 3 + xy
Vi har

P = x%y% + 6xy o Q; = 2x%y% + 12xy + 9
(3 + xy)2 (8 + xy)2

Lat D beteckna triangeln 0 <x, 0 <y <2 —x. Enligt Greens formel far man

[Pax+Qay =H(Q;—P;) dxdy =_dedy - areanav D = 2.
r D D

Svar: 2

6. Det tillatna omradet dr kompakt och funktionen dr kontinuerlig = det finns ett storsta och

ett minsta védrde till funktionen. Extrempunkter finns bland kritiska punkter enligt
foljande:

Omradets inre (y > x2, y < 4): Kritiska punkter maste uppfylla villkoret f; = f; = 0. Har
ar f; =2 # 0 = inga kritiska punkter i omradets inre.
Pa linjen y =4: f(x,y) =2x +y = 2x + 4 &r striangt vixande = inga kritiska punkter.

P& parabeln y =x2: f(x,y) = 2x +y = 2x + x2 = g(x). Kritiska punkter maste uppfylla
villkoret g’(x) =0, alltsd 2 +2x =0 = x=-1, y = 1.

Skédrningspunkterna mellan parabeln och linjen: (£2,4).

Sammanfattningsvis far man alltsa tre kritiska punkter (-1,1) och (+2,4). I dessa punkter
fas f(-1,1) = -1, f(-2,4) =0 och f(2,4) = 8 alltsa

‘ Svar: storsta virdet 8, minsta —1.

7. Ytans normalvektorn (-z;, —z;, 1) = (2x, 2y,1) har samma riktning som N. Om D be-
tecknar ytans projektion pa xy—planet, dvs cirkelskivan x2 + y2 <1, s har vi
” (3x, 3y, 22) - NdS = JJ (3x, 3y, 2 — 2x2 — 2y2) - (2x, 2y,1) dxdy =
S D
= _” (2 + 4x2 + 4y2)dxdy = { poldra koordinater } =

D
2n 1
2n 1
= Jdv I (2 +4r)rdr =[v] [r?+rt] =4n
0 0
)

Svar: 4.

8a. Vi har
P(x,y) = 3x2 + y,
Qx,y) = 3y* + x,
Pi=1=g;
och inga singulédra punkter = vektorfiltet 4r konservativt i xy—planet.
8b. Vi séker en funktion U(x,y) sadan att gradU = (3x2 + y, 2 + x) dvs
U.=3x2+y
Uy=3%2 +x



8c.

Ekvationen U; = 3x2 +y medfor att U =x3 + xy + f(y). Derivering ger U, =x + f,
samtidigt som U, =3y? + x. Jimforelse av de bada uttrycken ger f;,=3y2 dvs fly) =y% + C
och U=x3+xy +y3+C.

Enligt 8ab kan I' ersidttas med en godtycklig annan vag fran (0,0) till (1,2) och linjein-
tegralens varde ar U(1,2) - U(0,0) = 11.

‘Svar: U=x3+xy +y3 + C. Integralen = 11.‘

9. Vi har

det(A — AE) = det(C-1BC — AC-1C) = det(C-1(B — AE)C) = det(C-!) - det(B — AE) - det(C) =
1 . det(B - JE) - det(A) = det(B — AE).

~ det(C)
. . . " 5 -2
10. Ekvationen 5x2 —4xy + 2y2 = 1 kan skrivas pa formem xTAx =1, dir A =[ 9 2}. Den
- . A-5 2 . i i
karakteristiska ekvationen 99_9| = (A =5)A —2)—4 =0 ger tva positiva egenvirden

A1 =6 och Ay = 1 vilket medfor att ekvationen beskriver en ellips. Genom en vridning
(4ndrar inte avstandet mellan punkterna) kan ellipsen 6verforas pa en ellips med ekvatio-
nen 6x2 +y2 =1 vars halvaxellingder ar 16 och 1. Det maximala avstindet mellan tva

punkter pa denna ellips ar 2.




