Losningar till tentamen i kurs SF1617/5B1131 Matematiska metoder II, for S 110823.

Linjar algebra

l.

1 0 3| 4 4 1 0 3|1 10 1 1 0 3| 3 —-12 3
0 1 4|-3|=[-3],/]0 1 4)0|=12{#40],|0 1 4| 4|=|-16|=-4 4
3 4 1| 0 0 3 4 1[3 6 3 3 4 1|-5 20 -5

P& samma sitt analyseras vektorn (2,-3,1) . Resultatet dr att den 1:a och sista vektorn
ar egenvektorer med egenviardena 1 resp -4 . Den andra och tredje vektorn ér inte
egenvektorer till matrisen.

2. Vi soker matrisens egenvérden och egenvektorer:

3-1 2 5
=(A-3)(1-6)—-4=1"-91+14=0=>1=2,7.
2 6-4

1 2 0 1 2 0 2

A=2: — Det ger egenvektorerna t, —0<t<+40w
2 4 0 0 0 O -1
-4 2 0 2 -1 0 1

A=T: - Det ger egenvektorerna t, —0<t<+40w
2 -1 0 0 0 O 2

1 2 0
En matris som diagonaliserar 4 drda P = { 2} som ger diagonalmatrisen {0 7]

3. For att avgdra om vektorerna dr linjart oberoende eller inte I6ser vi ekvationssystemet

12 -2 0 1 2 -2 0

4 3 0 O 01 -1 0 e e e
..o . Entydig 16sning ger att vektorerna &r linjart

1 0 1 0 0 0 1 0

3 2 1 0 00 0 O

oberoende. For att se om vektorn (1,0,2,3) &r en linjairkombination av vektorernai §
16ser vi systemet

1 2 -2 1 1 2 -2 1

4 3 0 O 0 1 -1 ) . .
.. . Den sista raden visar att systemet ar in-

1 0 1 2 0 0 1

3 2 1 3 0 0 0 -11

konsistent dvs (1,0,2,3) ¢ Span(S) .

4. T ar linjir eftersom
1. T, +1,) = (i, +11,)x v = i1, x v + i1, xv = T(@,) + T(i,) och
2.T(ku) = (ku)xv =k(u xv)=kT(u)
giller for all reella tal & och alla vektorer u .
Standardmatrisens kolumner utgors av



T(e),T(e,),T(e,). Dessaberdknas:

T(e)=(,0,0)x(a,b,c)=...=(0,—¢c,b) , T(e,) =(0,1,0)x (a,b,c) =...=(c,0,—a) och
T(e;) =(0,0,1)x(a,b,c)?...= (=b,a,0) . Detta ger standardmatrisen
0O ¢ -b
—c 0 al.
b —-a 0
Flervariabelanalys

5. Vi anvénder kedjeregeln:
Oz _ 6f8x af oy laf 1o oz gg+g6_y:_ig
0s Ox Os 6y8s Ctox u@y o ox ot oy Ot t* Ox
o _ox oy s
ou Oxou Oy ou u® oy
ar uppfylld.

och

. Inséttning visar att den givna ekvationen

6. Riktningsderivatan ges av D f =Vf -u dér riktningsvektorn u har ldngden 1.

Vf = (8f o

o) €= V0 =D ﬁ:%(u) som ger

D_f =(,-1)- \/_(1 ,1) = 0 . Riktningsderivatan dr maximal d& riktningsvektorn

ar den normerade gradientvektorn dvs d& u = L(1,—1) . I det fallet far riktnings-

NG

derivatan viirdet ~/2 dvs det finns ingen riktning i vilken riktningsderivatan 1
origo antar véirdet 3 .

7. Vifar

“yx/;dxdy = j‘\/;dxz_fydy = %j‘\/;((z_)ﬂ)z —x*)dx =

_2jf(1 X2)dx = 2j(x/ %) dx = 2[—;/—3 /l %

8. Eftersom f ir kontinuerlig och omradet &r slutet och begrédnsat antas ett storsta och ett
minsta varde. Detta sker i1 en kritisk punkt eller en randpunkt eftersom singulira punkter
saknas. Vi studerar forst det inre:

{fl =3x2-3y=0

= (x,Y)=1(0,0), (1,]) dér endast (1,1) ar en inre punkt i vilken
f,=-3x+3y* =0



10.

f antar virdet -1. Viundersoker nu de fyra rita linjer som utgér omréadets rand:
1. y=0: f(x,00=x" . f vixer frdn virdet 0 i origo till virdet 64 vid x=4 .
2. x=0: f(0,y)=y’ . f vixer frdn viirdet 0 i origo till viirdet 64 vid y=4 .
3. x=4:f(4,y)=64—12y+y’ som har minimivirdet 48 i punkten (4,2) .

4. y=4:f(x,4)=64-12x+x" som har minimivirdet 48 i punkten (2.4).
Intressanta ar ocksa hérnpunkterna som &r dndpunkter vid respektive envari-
abelanalys pa de fyra kantlinjerna:

£00,00=0, f(4,0)=f(0,4) =64, f(4,4)=80. Slutsatsen blir att

det storsta virdet &r 80 och det minsta ar -1 .

0 . 0 .
Eftersom > (x+3y*sinx) = 8_( ¥’ cosx + y) ir vektorfiltet konservativt och
X y

ddarmed fér vi byta vig mellan cirkelbagens andpunkter. Vi véljer att ga langs
koordinataxlarna:

x=t de=dt ° x=0 dx=0 h o
C : = :IOdtzO.Cz: = :>J.Odt. Linje-
y=0 dy=0 "1 y=t dy=dt

integralens viarde &r alltsa O.

i ik
= 6 5 a _ .3z 3 . N 2 z 2
rotF = — —  —l=(xz—-xe,x+y sinz—yz,3x"e" +3y~cosz).
X oy Z

xz—y’cosz x'e’ xyz
%2 N yz +(Z_1)2
W6y (6 (V3)

med centrum i punkten (0,0,1) . Endast den del som dr ovanfor xy — planet ér aktuell.
Vi vill anvinda divergenssatsen och ldgger till den cirkelskiva D som fads dd z=0 dvs
x> +y*<4. divrotF =z -3x"¢ +3y*sinz—z+3x%e” —3y*sinz=0. Om det
inneslutna omradet kallas K fér vi enligt divergenssatsen:

ﬁ(mtﬁ) - NdS = I”divrotﬁdxdydz =0= J.J. (rotF)- NdS = —” (rotF)- NdS .

S+D K N D
P& D giller att z=0 och att N = (0,0,—1) (utétriktad normal). Det ger integralen

Ytan §: s ekvation kan skrivas =1 dvs den ér en ellipsoid

- ”(—x3,x,3x2 +3y%)-(0,0,~1)dxdy = 3”()62 +y3)dxdy = 32J?d6’j‘r2rdr =24r .
D D 0 0






