Losningar till tentamen i kurs SF1617/5B1131 Matematiska metoder II, for S 100113.

Linjar algebra
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1. Viberdknar determinanten (¢ 1 da|= ci —-a 1‘ =1-a .Detta visar att vektorerna
a a
0 a 1

duger som bas for a # 1. Lat koordinatvektorn ges av (a,b,c) . D4 skall gélla att
a(1,2,0) +b(1,1,2) + ¢(1,2,1) = (1,1,1) . Detta ger systemet
1 11 1 1 11 1 1 11 1
2 1 2 I|[->{0 -1 0 —-1|—>(0 1 O 1| Ur detta fés
0 2 1 1 0 2 1 1 0 0 1
koordinatvektorn (a,b,c) = (1,1,-1).

2. Vi soker matrisens egenvarden och egenvektorer:

2-4

‘ s, =(A-2)(A-5)-4=2-T1+6=0=>1=16.
1 2 1 2 0 2

A=1: Det ger egenvektorerna t, —0<t<+0
2 4 0 0 O -

-4 2 0 2 -1 0
A=6: - Det ger egenvektorerna
2 -1 0 0 0 O

{ } —oo <t <400, Viviljer =1 och normerar. En matris som diagonaliserar A4 ortogonalt dr

2 1 1 0
P= som ger diagonalmatrisen .
ﬁ[ ! z} s e [o 6}
3. Visoker matrisens egenvirden och egenvektorer:
-4 1 -1
1 -1 1|=0-2)(F +1-2)=0= 1 =-2,1,1. Egenvektorerna fas:
-1 1 -2

21 -1 0 1 2 1 0
A=-2:1 1 2 1 0[—>/0 1 1 0]. Detgeregenvektorerna
-11 2 0 0 00 O
1

—1|t, —0<t<+00.
1



-1 1 -1 0 1 -1 1 O
A=1:1 1 -1 1 0|—>|0 0 0 0] Detgeregenvektorerna

-1 1 -1 0 0 0 0 O

1 -1
Iis+| 0|t, —oo<s,t<+00. Damatrisen har tre linjart oberoende egenvektorer ar

0 1
den diagonaliserbar.

X = t
_ y:3—2t.

gttt 1 H .S e Y e L T

x=-9+8¢
y=-3+3¢

2
4. Avbildningens matris r A4 = [1 } . Linjen har parameterekv {

Bilden ér alltsé linjen { . Genom att eliminera parametern ¢ fas ekvationen

3x-8y+3=0.

Flervariabelanalys

5. Riktningsderivatan av f i punkten P iriktningen u gesav D_.f(P)=Vf(P)-u dir

Y X s
— ) . Riktningsvektorn ges av
By-5x)"" (By-5x)°

u ar en enhetsvektor. Vi far Vf =(

(4-2)-(1,2)=(3,-4) dvs u = %(3,—4) . Dettager D.f(1,2)=(2,-1)-(3,-4)/5=2.

Det maximala vardet ar ||Vf (1,2)” =45

6. De kritiska punkterna fis ur systemet

{jjz ==1—J; j—xzzx+_2:y=:00 ((1;) 2 +(2)=>6x° +2x=0=>x= O,—% . Insdttning 1 (2)
ger punkterna (0,—%) och (—%,—%) . Vi undersoker karaktiren:
A=f,=6x, B=f,=2,C=f,=-4=>D=AC-B’> =-24x-4.

(0,—%):D = —4 < 0 = sadelpunkt (—%,—%):D =4>0, 4A=-2<0=max.

oF, OF, :
7. F, = Xx+2 43, F, = Ziy+5= 6_2_8_1 =0. Det ger att faltet dr konservativt.
x Y

Vi kan dé byta vig och véljer den réta linjen mellan punkterna (-2,0) och (-2,-4) :
x=-2 dc=0 ¢ 21
N :>I(—1+t+5)dt= 4t +—| =-8.
y=t dy=dt 2,
Man kan ocksé anvédnda potentialen:

|



d(x,y) = %(x2 +y2) +%xy +3x+5y: ¢(-2,-4)—¢(-2,0) = -8.

8. Vianvinder Lagranges metod och s6ker minimum av avstandsfunktionens kvadrat (av
raknetekniska skil) under bivillkoret z = xy + 3. Vi bildar Lagrangefunktionen

L(x,y,z,A)=x"+y> +2z> + A(xy —z+3) . Den eller de punkter som ger det kortaste
avstdndet finns bland de kritiska punkterna till denna funktion. Vi fir systemet
L =2x+4Ay =0 (1
L,=2y+Ax =0 (2)
L,=2z-4 =0 (3)
L,=xy—z4+3=0 (4)
y=x:()=>A="2=z=-1. (4) gerdd x> +4=0 dvs omdijligt.

Om x=#0,y=0 ger (1) och (2) y’=x>= y=xx.

y=-x:1)=>A=2=z=1.(4) gerdd x’ :2:>x=i\/§.Dettagerpunktema
(\/E ,—\/5,1) och (—\/E,\/E,l) . Dessa punkter ger avstindet NCR

Om x=0 blir y=0 och tvirtom. (4) ger dd z=3 dvs punkten (0,0,3). Denna
punkt ger avstindet 3 . Det kortaste avstandet &r alltsa V5.

9. Visluter ytan S genom att ligga till den plana cirkelskivan S, : x* +y*> <11i xy — planet
och kan dé anvinda divergenssatsen:
ﬁ F -NdS = ”jdivf dxdydz = HI (2xy +1- y)dxdydz ={symm} = I”dxdydz =V dar V
R R R

S+8;

. ) 14717 2
ar volymen av det inneslutna omradet R som &r ett halvklot. Vi far V =— T

3 3
Frén detta maste vi nu dra bort flodet ner genom ytan S, :
2z 1
[[F-Nds =[]’ y,7,x)-(0,0,-1)dS =[[(~x*)dS =~ [cos® O r*rdr =
N S S 0

0

2
__1 IMGM __F
49 2 4
Det sokta flodet ar alltsa 27 _ (_ﬁ) = 1z .
3 4 12

10. Lat F=x"+y*+4z-9 , G=x+3y+2z-7. I punkten (0,1,2) fis F=G=0 och
oF OF
o(F,G) |ox oy| 4x7 4)°
o(xy) |96 9G] |1
ox Oy
Detta visar existensen av de tvd funktionerna. Dessa dr deriverbara och vi far genom
implicit derivering map z i det givna ekvationssystemet:
{4x3x'+4y3y'+4 =0 4y+4=0

. I punkten (0,1,2) f&s ¢ =~ =xQ2)=1.
X'+ 3y42=0 X+3y+2=0

det =12x" -4y’ . I punkten (0,1,2) &r detta —4 =0 .







