Losningar till tentamen i kurs SF1617/5B1131 Matematiska metoder II, for S 090109.

Linjar algebra

1.

10
Standardmatrisens kolumner ges av 7'(e;) och T(e,) . Detta ger L J som har

determinantvirdet 1= 0= T &r injektiv.

2. Vektorerna bildar en bas om och endast om foljande determinant inte ar 0:

3.

4.

I 0 1 1 1 0 1 1

2 1 1
2101{RR}2101{tvﬁK}020224
={—R +R.!= = wtv.efterK, (= =2:2=4.
1 2 11 2 0 00 ’
0 a 1
0 a 01 0 a 0 1

Vektorerna bildar alltsé en bas for alla virden pa a .

Vi soker matrisens egenvirden:
A=-2 1 1
0 A+1 0 |[=(1-2)A+D(A-1)=0= 41 =-1,1,2. Egenvektorerna fas:
0 -2 A-1

-3 1 1 0] [3 -1 -1 0 0
A==1:1 0 0 0 O0|—>|0 1 1 O0|=x=| 1|t,t#0.
0 -2 -2 0/ |0 0 0 O -1
-1 11 0 -1 -1 0 1
A=1:1 0 2 0 0|—]0 0 0|=x=|0t,t#0
0 -2 0 0 0 0 0 0 1

0 1 1 0 01 1 0 1
A=2:10 3 0 O0|—>|0 2 -1 O|=x=|0(, t#0.
0 -2 1 0 00 1 0 0

Eftersom de tre egenvirdena ér olika sa dr matrisen diagonaliserbar.

7 =24
P4 matrisform kan ekvationen skrivas X’ Ax + Kx +8 =0 dir { " 7} och

K= [50 100] . Vivill diagonalisera A ortogonalt och soker egenvirden och egenvek-

torer. Lat P vara den matris som diagonaliserar 4 ortogonalt. Kolumnerna i den &r orto-
normala egenvektorer till 4 . Karakteristisk ekvation ar
A-T7 24

24 A+7

18 24 0 34 0 _ 1] 4
A=25: - —>p==
24 32 0 0 0 O 5/-3

-32 24 0 4 -3 0 _ 1|3
A=-25: - —>p=-
24 -18 0 0 0 O 514

=1 —-625=0= 1 =+25. Normerade egenvektore soks:




4 3
Viviljer P= %[ 3 4} = det P = +1 och koordinattransformationen x = Px" éren

rotation. Inséttning i matrisekvationen ovan ger

25 0

(Px) A(Px )+ K(Px)+8=0= () (P"AP)X +KPx'+8 =0 . D4 PTAP{ 0 25}
1] 4 3 o X

och KP =[50 100]- =[-20 110] farvimed x'=|" |:
5/-3 4 y’

. o425 0] X X "2 "2 : :
[x +[-20 110] 7, [+8=0=25(x") —25(y")* =20x'+110y'+8 =0 .
0 -25|y Y

Kvadratkomplettering ger (x'— %)2 -(- 1—51)2 +5=0. Med koordinatbytet

o 2
X =X— r7\2 7 \2
som dr en translation fés slutligen % )2 _b )2 =1 dvs kurvan ér
oo 1 W5 (3
y =y
5
en hyperbel.
Flervariabelanalys
4
5. D.f=Vf-u, [u|=1 dvs z7=%.
2x—6y —6x+16y

£ . Detta ger Vf(2,1) = (-2,4) . Vi far

2

_1+x2—6xy+8y2 ’ _1+x2—6xy+8y2

D,f2h=(-24)- 5

=2 . Riktningsderivatan dr storst da riktningsvektorn och

gradientvektorn har samma riktning. Da fas D_ f = Vf - % = ||Vf || . I punkten (2,1)

ar alltsa det maximala virdet ||(—2,4)|| =20 =245

6. Vianvinder Lagranges multiplikatormetod och bildar funktionen
L(x,y,A)=x+y+Ax*+x+y>+y—4) . Visoker dess kritiska punkter:
I+ A2x+1)=0
1+ A2y+1)=0 Ur forsta och andra ekv fas x = y som 1 den tredje ger
X Hx+y’+y—-4=0
2x* +2x-4=0=x"+x-2=0= x=1-2. Det ger punkterna (1,1) och (-2,-2)
dér f antar det storsta viardet 2 resp det minsta virdet -4 .

7. Vi ser att omradet ligger i1 forsta kvadranten och begrinsas av kurvan y = Jx,

linjen y=1 och y—axeln. Omrddet &r bade x - och y - simpelt och vi kan da
iterera om integralen och far:



10.

1 y

2 , Al
J‘edey}‘([dx = jyzedey = {%:I :eT_l )

0 0 0

i(xze"y +y°)— ai(xexy +(1+xy)e?)=2xe” +x’ye” —(xe” +(1+xy)xe?)=0.
y
Vektorfiltet ar alltsd konservativt och vi kan byta vdg. Vi viljer att ga lings x — axeln:

x=t dx = dt ) 2
= , t:2—>=2. Det ger integralen Ildt=—4.
y=0 dy=0 S

Gradienten dr definierad endast for skaldrfdlt och divergens och rotation endast for
vektorfilt. Darfor dr det enda meningsfulla uttrycket

P

. 0 0
rotgradf =rot(2xy —sinz,x* —e’,—xcosz) =| — —
ox oy

: 2
2xy—sinz x" —e

8)|Q)»|

Y —xcosz

=(0,cosz—cosz,2x —2x) =0.

Vi sluter ytan S genom att ldgga till den plana cirkelskivan S, : x*> +y* <11i xy — planet
och kan da anvinda divergenssatsen:
ﬁﬁ - NdS = I”divf dxdydz = J. ” (2xy +1-y)dxdydz :{Symm} = ”Idxdydz =V diar V

R R R

S+S,

3
ar volymen av det inneslutna omraddet R som dr ett halvklot. Vi far V' = % 41 = 27

3 3

Fran detta maste vi nu dra bort flédet ner genom ytan S, :
27

HF - NdS =”(x2y,y,x2) -(0,0,~1)dS =”(—x2)dS = —jcos2 ﬁjrzrdr =

S, 0
2z
:_lj‘1+cos20d9:_£.
41 2 4
Det sokta flodet dr alltsd 27 — (— ) = 1%
3 412



