Losningar till tentamen i kurs SF1617 Matematiska metoder 11, for S 080520.

Del 1
1. Den sdkta standardmatrisens kolumner ges av 7' (g;) och T'(e,) .
T7()=T"(TG~4)=034) , T (&)=T"(I(-23)) =(-2,3) gerda

) 3 -2
standardmatrisen .
-4 3

2. Vi soker matrisens egenvérden:

2-4 -1 -1 2-4 -1 -1 2-4 -1 -1
1 -2 -1 |=| 0 —(A+) A+l |=(A+D 0 -1 1 |=
11 —@2+4) |1 1 —(2+4) 11 —@2+4)

=(A+D)[2-DR2+A1-D+(1-D]=A+DA-A)=AA+D(1-1)=0=>A=-1,0,l.
Matrisen har alltsé tre olika egenvérden och dr da diagonaliserbar. Den dr dock inte
ortogonalt diagonaliserbar eftersom den inte dr symmetrisk.

3. Kedjeregeln ger

of dg 1 dg o'f dg y. dg
=xgtxy—=—=xg+y—=, =g+x—=-(—)+ (=) =
oy £ ydu X & ydu Ox0y & du ( xz) ydu2 ( xz)
_ydg y'd’g_ g .d’g
xdu x* du® du du’

4. Lat K beteckna omrédet mellan paraboloiderna. Skarningskurvans projektion pa xy - planet
gesav 3x° +4y° =2x*> +3y° +4 dvscirkeln x*> + y> =4 . Omradets projektion pd xy —

planet #r alltsa cirkelskivan x> + y> <4 . Lat D beteckna detta omrade. Volymen ges av
2x2+3y% +4 232,
I”dxdydz = ”dxdy Idz =” [2]2 : 4dxdy = ” (4—(x* + y*))dxdy . Med polira koor-
K D 3x2+4y2 D 3):2+4y2 D
2

2z 2 4
dinater fis volymen J-dHJ- (4—r*)rdr = 27[[27’2 — %} =8r.
0 0

0

1
5. Léngden ges av .[ dt . Vi far
0

dr
d1




dr ) ) dr
o (2¢' cost —2e' sint,2e" sint + 2e’ cost,e') = ||?
t t

Langden &r alltsa

= \/4e2’ (cost —sint)> +4e” (cost +sint)> + e =+/9e% =3e' .

jSe’dt =3le'] =3(e-1).

0

6. De kritiska punkterna fis ur systemet
fi=16x =2y —14x=0 (1)
{f2:—2x+2y =0 (2)
dvs 16x(x* —1)=0= x =0,%1. Det ger punkterna (0,0), (-1,-1) och (1,1).
fi,=48x*-14, f,,=-2, f,, =2 ger Hessematriserna

H(0,0) = {

(2)=x=y somi (1) ger 16x’ —16x=0
y g

- - 2} = H ar indefinit dvs (0,0) ar en sadelpunkt.

34
H(-1,-)=H(1,)) = { 5 2} = H ér positivt definit dvs (-1,-1) och (1,1)

ar lokala minpunkter.

7.  Viundersoker om vektorfiltet dr konservativt:
%(1 —2ysinx +3x°y?) —%(bcy3 —y?cosx)=—-2ycosx+6xy> —(6xy> —2ycosx)=0.

Vektorfiltet dr di konservativt (kurvan ligger i ett enkelt sammanhéngande omrade)
och vi kan byta integrationsviag eller anvinda en potential. Vi byter vag:
Lat C, vararita linjen fran origo till punkten (0,1) och lat C, vara rita linjen fran

punkten (0,1) till punkten (%,l) . Linjeintegralen ges dé av

1 7/2 2
Ide+1dy+ I(2x—cosx)dx+0dy = J'dy—i- I(2x—cosx)dx = [y]; —i—[x2 —sinx]ﬁ/2 —”T.
0

, =
G C, 0

Del 2

8. Insdttning av punkten (1,3,-2) i ellipsoidens ekvation ger att punkten ligger pa ytan. Vi
observerar att 7(—1) =(1,3,-2) . Punkten ligger alltsa d4ven pa kurvan som darmed skér
ellipsoiden i denna punkt. En tangentvektor till kurvan ges av



10.

% = (41,3t ,-6t) . 1 skirningspunkten ger detta tangentvektorn 7 = (—4,-3,6) .
Ellipsoiden #r nivaytan f=25 till funktionen f(x,y,z)=4x"+y*> +3z> . En normal-
vektor till ytan ges dd av Vf = (8x,2y,6z) . I skdrningspunkten ger detta normalvektorn
N =(8,6,-12) . Eftersom N =-2T #r T parallell med N vilket innebir att kurvan
skér ellipsoiden under rét vinkel i punkten (1,3,-2).

Vi vill anvinda divergenssatsen och sluter cylinderytan S med tva enhetscirkelskivor vid
z=0 (§,) respektive z=2 (S,).Lat K beteckna det inneslutna omréadet. Eftersom

divF =3x* +3 y2 +3z° fas enligt divergenssatsen (utitriktade normalvektorer):
3 2
ﬁ F - NdS = 3JII(X2 +y° + 27 dxdydz = 3JI|:()C2 +y°)z +Z—} dxdy =
S+8,+8S, K M 3 0
1 1
= ”(6()52 +9°)+8)dxdy = 27r_|.(6r2 +8) rdr = 27[[%1/4 + 4r2} =1lx
S 0 0

ddr vi anvént poldra koordinater. Vi berdknar nu flodet genom ytorna S, och S, :
”(x3,y3 —x,—¥)-(0,0,-1)dS = ”‘ydxdy =0 pga symmetri.
Sl Sl

H (x*=2,5° —x,8—1)-(0,0,1)dS = jj (8- y)dS = 8” dS =8 . Det sokta flodet ir
S, 8, S,

alltsé 11lzr—-0-87 =3r.

Vi anvénder att kolumnerna i en operators standardmatris ges av operatorns verkan pa
standardbasvektorerna. Om 7 har invers fas direkt att

u=T"T@)=T"(1,00) , v=T""T») =T"0,1,0) , w=T""T(w)=T""(0,0,1) . Det
betyder att de sokta vektorerna dr kolumnerna i operatorns inversmatris. D4 inversen &r
entydig kan det inte finnas fler sddana vektorer. Det dterstér att visa att 7" har invers. Vi
sOker operatorns standardmatris:

T(LO)O) = T((LO)_ 1) + (09091)) = T(1’05_1) + T(O,Oal) = (1’253) + (13190) = (25353)

T(O,I,O) = T((lal,z) - (1’0,_1) - 3(05071)) = T(lalaz) - T(LO’_I) - 3T(0,O>1) =

= (27051) - (15253) - 3(15150) = (_27_57_2)

7(0,0,1)=(1,1,0) .

2 -2 1 2 -2 3
Det ger standardmatrisen |3 —5 1|. Inversen till denna ar % 3 -3 1.
3 -2 0 9 -2 -4

De sokta vektorerna ar alltsa %(2,3,9) , %(—2,—3,—2) och %(3,1,—4) .



11. Lat den del av kroppen som befinner sig inom avstdndet R fran z - axeln betecknas K, .

Dess projektion pd xy — planet ér cirkelskivan D, : x> +y* <R? . Volymen av K, ir

[[[axayaz = [[[]2 ) dvdy = [[ (cosh(x® + y*) = sinh(x? + y* ) dxdy = [[e™*dxdy .
Kg Dy Dy Dy

27 R 2R
Polira koordinater ger resultatet Ia’ Hje"rz rdr = 27{— 67} =7(l1-e™ ). Den sokta
00 0

volymen ges av ﬁ}lzim(l —e® ) = och dr alltsd dndlig.



