Matematiska Institutionen, KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra, SF1604, den 16 januari 2013
kl 14.00-19.00.

Examinator: Olof Heden och Pér Kurlberg.

OBS: Inga hjilpmedel é&r tillatna pa tentamensskrivningen.

Vid denna tentamensskrivning far bonuspoéng erhallna under ht 2013 anvéndas liksom
bonuspoédng erovrade under ldsaret 2012-13.

Den som har b bonuspodng far anvinda hogst fem av dessa podng for att uppna
maximalt 15 podang pa del 1. Till podngsumman pa del II och del III adderas sedan det
storsta av talen b — 5 och 0.

For full podng kravs korrekta och vél presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma podng ar 40p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdomet
15 poéng totalt eller mer ger minst betyget
20 poing totalt eller mer ger minst betyget
25 poing totalt eller mer ger minst betyget
30 poéng totalt eller mer ger minst betyget
35 poéng totalt eller mer ger minst betyget

>UUOU@;1

DEL 1
1. (a) (2p) Bestdm belopp och ett argument for det komplexa talet
(14T — i (1 — i)
(b) (3p) Skriv polynomet 2® — 16 som en produkt av reella irreducibla polynom.

2. Betrakta i vektorrummet R?® de fyra vektorerna ¢; = (1,1,1,1), &, = (1,2,3,a),
é3 = (0,1,a,1) och €, = (1,a,2,1), dir a betecknar ett reellt tal. Lat L, betckna
det delrum till R? som spdmnns upp av dessa fyra vektorer

(a) (2p) Visa att niir @ = 1 sd bildar vektorerna ¢y, &, €3 och €, en bas for R?,
samt bestdm koordinaterna for vektorn v = (2,1,2,2) i denna bas.

(b) (1p) Visa att nér a = 2 sa #r dimensionen av delrummet L, lika med 3.

(c¢) (2p) Finns det nagot virde pa talet a sadant att dim(L,) = 2.

3. Kolonnmatrisen (1 2 — 3)T dr en egenvektor till matrisen

A_:

=~ O
— = O
O = o

(a) (3p) Bestdm A:s samtliga egenvérden och tillhérande egenrum.

(b) (2p) Bestam 3 x 3-matriser B och C och en diagonalmatris D sadana att A:s
invers kan faktoriseras A~' = BDC.



DEL II

4. De fyra hornen P = (1,2,1), Q@ = (4,3,2), R = (2,3,4) och S = (4,5,4) bildar
hornen i en tetraederliknande kropp. Bestdm kroppens volym (3p) och avgor hur
punkten 7' = (6,5, 5) ligger i férhallande till kroppen (2p), dvs om den ligger inuti,
utanfor eller pa nagon sidoyta till kroppen. (Ledning. Volymen av den tetraderlik-
nande kroppen ér lika med en tredjedel av en basyta multiplicerad med langden av
en hojd vinkelréitt ut fran basytan upp till det motsatta hornet av kroppen.)

5. (a) (2p) Visa att

((z1, 29, 73) | (Y1,%2,Y3)) = T1y1 + T1Y2 + oY1 + 2ToYs + Toyz + T3y + 2233

definierar en inreprodukt i det reella 3-dimensionella vektorrummet R3.

(b) (3p) Betrakta det Euklidiska rum som i R* definieras av den inreprodukten
ovan. Bestédm i detta rum projektionen av vektorn (1,0, 1) pa ortogonala kom-
plementet L+ till delrummet L = span{(1,1,1)}.

6. (5p) Beteckna rangen hos en matris X med rank(X). Konstruera 3 x 3-matriser A
och B, vardera med hogst tre nollor, sadana att

2 =rank(A) = rank(B) = rank(AB) = rank(BA) + 1.

DEL IIT (Om du i denna del anvénder eller hdnvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nodvéndigvis ordagrant, dér de anvénds i 16sningen.)

7. Delrummen L och K till vektorrummet V' séges vara skeva om de endast har noll-
vektorn gemensamt.

(a) (1p) Lat L beteckna det delrum till R* som sp#nns upp av vektorerna (1,0, 1, 1)
och (2,3,1,0). Bestim ett 2-dimensionellt delrum K till R* som innehaller
vektorn (0,1, 1,2) och som &r skevt mot L.

(b) (2p) Antag L = span{é}, >} och K = span{fl, ]?2} ar tva skeva 2-dimensionella
delrum till R*. Varje 2 x 2-matris A definierar en linjir avbildining A fran L
till K genom

A(SL’151 + x2€2) = ylﬁ + ygﬁ dar ( y1 > =A < T ) .
Y2 T2
Visa att méngden W, av alla vektorer x,€] + w265 + A(x1€] + x2€5), sadana
att (x1, ) tillhér R?, utgor ett 2-dimensionellt delrum till R*.

(c) (1p) Karaktérisera de matriser A for vilka Wy dr ett 2-dimensionellt delrum

till R* skevt mot bade L och K, och utred under vilka férutsittningar tva
sadana delrum W, och Wpx ar skeva?

8. (5p) Lat f : R™ — R" vara en avbildning. Vi séger att ¥y € R™ &r en fizpunkt om
f(#) = . En kvadratisk matris A med egenskapen att |AZ| > |7 for alla @ # 0
sidges vara expansiv. Givet b € R™ och en expansiv n X n-matris A, definiera en
avbildning f : R" — R" genom att lata f(Z) = AZ + b. Visa att f har en fixpunkt.



